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APRESENTACAO

A Geometria pode relacionar-se diretamente com a rotina e com o cotidiano
do sujeito. E um dos ramos dos estudos matematicos que instiga a interpretacao e
o entendimento, possibilitando, tanto a quem ensina quanto a quem aprende, ver

com outros “olhos” o mundo que os rodeia.

Nao sabemos bem sobre as origens da Geometria, pois os primordios desse
conhecimento sao mais antigos que a propria escrita. O reconhecimento da Geo-
metria Euclidiana na Matematica e no cotidiano das pessoas ¢ inegavel, posto
que, por meio dela, aprendemos sobre formas e medidas que facilmente sdo en-
contradas na natureza, em estruturas com padrdes regulares como, por exemplo,

em uma fachada de uma casa, uma caixa de sapato, entre outros objetos.

Com o estudo da Geometria, podemos abrir caminhos para o desenvolvi-
mento de novas aprendizagens. No nosso caso, optamos por explorar a imagina-
¢do e a visualizagao, verificando se elas poderiam favorecer o desenvolvimento
do pensamento geomeétrico a partir da Resolugdo de Problemas. Neste estudo,
consideramos a visualizagdo como “um processo de formar imagens mentais,
com a finalidade de construir e comunicar determinado conceito matematico,
com vistas a auxiliar na resolucao de problemas analiticos ou geometricos” (LEI-

VAS, 2009, p. 22).

Além disso, apontamos a necessidade de os professores utilizarem as tec-
nologias disponiveis, em especial o uso do software, para o desenvolvimento
do pensamento geométrico, visto que a utilizacdo dessa ferramenta auxilia no
processo de ensino e de aprendizagem de conceitos matematicos, tornando as
aulas mais dindmicas, participativas e, sobretudo, interativas. Vivemos em uma
sociedade em que o individuo tem acesso aos mais variados meios e formas de

tecnologias e, como professores, ndo podemos deixar de lado essa realidade.



Acreditamos que a utilizacao de recursos tecnoldgicos digitais, especial-
mente na Educa¢do Matematica, deve ser pensada como uma metodologia que
pode melhorar os processos de ensino ¢ de aprendizagem. Para esta pesquisa,
utilizamos o software GeoGebra, cabendo destacar que ele ndo ¢ um instrumento
que ensina, mas apenas uma ferramenta que auxilia o estudante a desenvolver
algo. Sendo assim, o aprendizado ocorre por meio da interacdo do estudante com

o software, quando o aluno realiza alguma tarefa designada pelo professor.

Entendemos que o uso dessa tecnologia deve auxiliar o enriquecimento do
ambiente educacional, possibilitando a constru¢do de conhecimentos por meio
de uma acao ativa, critica e criativa, tanto por parte dos estudantes quanto dos
educadores. Além disso, a familiarizacdo do discente com o uso de ferramentas
digitais ¢ importante, pois pode gerar uma série de oportunidades de expansao

dos conhecimentos, além de promover a autonomia.

Pensando em difundir o conhecimento entre os pares ¢ melhorar os pro-
cessos de ensino e de aprendizagem em Geometria, elaboramos este e-book. Ele
teve inicio a partir da pesquisa de pds-doutorado de Mauricio Ramos Lutz, orien-
tada por José Carlos Pinto Leivas e realizada no Programa de P6s-Graduagdo em
Ensino de Ciéncia e Matematica da Universidade Franciscana (UFN) — Santa

Maria/RS.

A partir da tematica apresentada, foi elaborado e dinamizado um curso de
extensao, oferecido gratuitamente, intitulado “A visualizacao para desenvolver o
Pensamento Geométrico na Resolug¢ao de Problemas”, em parceria com o Grupo
de Estudos e Pesquisa em Tecnologias Digitais na Educacao (GEPTec), do Ins-
tituto Federal de Educacdo, Ciéncia e Tecnologia Farroupilha (IFFar), e com o
Grupo de Estudos e Pesquisa em Geometria (GEPGEO), vinculado ao Programa
de Pos-Graduacao em Ensino de Ciéncias ¢ Matematica da Universidade Fran-

ciscana (UFN).



Nesse contexto, o curso de extensdao auxiliou para a coleta dos dados da
pesquisa. Foi desenvolvido com 25 professores de Matematica da Educagao Ba-
sica do estado do Rio Grande do Sul. Com o intuito de favorecer a participagao
de um maior nimero de docentes de diferentes regidoes do estado, o curso de ex-
tensdo foi realizado no formato a distancia, por meio da plataforma moodle do

IFFar.

O curso foi dividido em trés modulos, os quais deram origem aos capitulos
deste e-book, sendo que, para cada um deles, hd um objetivo especifico, como

segue:

(a) capitulo 1 — “Pensamento geométrico: da compreensao conceitual ao
entendimento pratico” - tem o objetivo de revisar e/ou estudar conceitos € a teoria

que envolve o Pensamento Geométrico.

(b) capitulo 2 — “Visualizacao e Tecnologias Digitais no auxilio do ensino
de Geometria” - tem o objetivo de apresentar ao leitor a importancia da visuali-

zagdo e do uso de Tecnologias Digitas para o ensino de Geometria.

(c) capitulo 3 — “Resolugdo de Problemas como metodologia para o ensino
¢ a aprendizagem de Geometria” - tem o objetivo de trazer ao leitor a metodologia

de Resolucdo de Problema aplicada ao ensino e a aprendizagem de Geometria.

(d) capitulo 4 — “Desenvolvendo atividades com um grupo de professores
da Educacao Basica” — tem como objetivo mostrar ao leitor uma sucinta analise

¢ discussao dos resultados obtidos a partir da dinamizagao do curso de extensao.

Esperamos que este e-book possibilite novas inspiragdes e perspectivas de
ensino de Geometria para estudantes de licenciatura e professores de Matematica

ou areas afins.
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CAPITULO 1

PENSAMENTO
GEOMETRICO:
DA COMPREENSAO
CONCEITUAL AO
ENTENDIMENTO PRATICO



A visualizacdo para desenvolver o Pensamento Geométrico na Resolugdo de Problemas

A Geometria € um dos conteudos da Matematica que os professores devem
desenvolver na sua sala de aula. Entretanto, alguns docentes nao se sentem
preparados ou ndo conseguem trabalhd-los devido ao excesso de contetidos
a serem desenvolvidos. Para Santos e Nacarato (2014), varios fatores tém
contribuido para o ensino insatisfatorio da Geometria, levando ao seu abandono
em muitas escolas. Um desses fatores pode estar relacionado a ordem do seu
desenvolvimento no decorrer do ano letivo. Em muitas situacdes, no plano de
ensino ouplano de estudos, a Geometria ¢ deixada para o final e, consequentemente,
nao ¢ desenvolvida de forma satisfatoria. Desse modo, o docente acaba por nao

proporcionar o desenvolvimento do pensamento geométrico a seus discentes.

Ainda em rela¢do ao preparo dos educadores, Santos ¢ Nacarato (2014)
descreve que os docentes que ministraram aulas entre os anos de 1970 ¢ 1980

tiveram énfase na linguagem e se depararam com

[...] dificuldades para ensinar os contetidos e, associados a toda essa
complexidade, os livros didaticos existentes naquela época traziam os
conteudos geométricos nos capitulos finais. Isso de certa maneira contribuiu
para que o ensino desse conteido se tornasse bastante insatisfatorio,
provocando o seu abandono pela escola. (SANTOS; NACARATO, 2014,

p. 14).

Para os autores, a falta de desenvolvimento do pensamento geométrico dos
alunos mostra-se de forma preocupante nos anos finais do Ensino Fundamental,
principalmente no 6° e no 7° ano. Se nao for tomada alguma atitude em relacao
a esse fato, 1sso pode perdurar por todo o Ensino Médio e at¢ mesmo no Ensino
Superior. Seguindo esse pensamento Pires, Cury e Campos (2000, p. 15) reforcam

que a Geometria

[...] € considerada importante por pesquisadores e curriculistas porque, por
meio dela, a crianga desenvolve um tipo especial de pensamento que lhe
permite compreender, descrever e representar, de forma organizada, o mundo
em que vive.
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Apesar disso, devemos destacar que a Geometria nao € importante apenas
para as criangas. Ela pode fortalecer as habilidades elencadas pelas autoras com

alunos de outras idades, por exemplo, nos adolescentes, jovens e adultos.

No entanto, acreditamos que seja necessario fornecer elementos suficientes
para desenvolver o pensamento geométrico nos alunos da Educacao Basica, a fim
de se tornarem agentes ativos no seu processo de aprendizagem. Nesse contexto,
sugerimos que o professor passe a desempenhar um papel de mediador, ou seja, a
instigar seus alunos por meio de questionamentos sobre os contetidos abordados,
bem como oferecer atividades diferenciadas do rotineiro. Por esse viés, Santos e

Nacarato (2014, p. 17) argumenta que

[...] uma instrucao adequada, pautada na problematizacdo/indagagdo, mediada
pedagogicamente, com o uso apropriado da linguagem e de materiais didaticos,
possibilitara que a aprendizagem promova o desenvolvimento tal como
postulado da teoria vigotskiana. Nessa abordagem tedrica a aprendizagem
antecede o desenvolvimento. Isso nos mostra a importancia de praticas
pedagbgicas que possibilitem aprendizagens dos alunos.

Dessa maneira, o aluno passa a ser o protagonista de seu conhecimento e
o professor assume o papel de mediador (organizador) da aprendizagem. Cabe
destacar que, para isso acontecer, o professor deve conhecer seu aluno, suas
condig¢des, perspectivas e habilidades. Além disso, deve selecionar as atividades

de modo a alcangar os objetivos propostos.

De acordo com Santos e Nacarato (2014), quando o pensamento geométrico
¢ desenvolvido, objetos, conceitos, desenhos ¢ imagens mentais sao interligados.
Para que isso acontega de forma satisfatoria, ¢ importante oportunizar o objeto

concreto para manipulacao e, assim, possibilitar ao aluno a construgdo conceitual.

Com o manuseio de uma colecdo de objetos a serem classificados,
acreditamos que os alunos, a partir da visualiza¢do de figuras geométricas que

constituem cada um dos itens, terdo uma forma mais atrativa e instigadora. Esse

Pensamento geométrico: da compreensdo conceitual ao entendimento prdtico




A visualizacdo para desenvolver o Pensamento Geométrico na Resolugdo de Problemas

contato direto com as formas percebidas podera favorecer a construg¢ao conceitual,

a partir da reflexdo sobre as caracteristicas gerais de cada classificagao.

A fim de fundamentar nosso estudo, primeiramente, devemos definir o
conceito de pensamento geométrico. Para tanto, tomaremos como base alguns

educadores matematicos como Fischbein (1993), Duval (1995) e Leivas (2009).

Fischbein (1993) define pensamento geométrico como a capacidade de
um individuo compreender a Geometria composta por entidades mentais, com
caracteristicas conceituais e figurativas, proporcionando a percep¢ao de uma

figura geométrica como imagem visual mediante a sua representagao mental.

Para Duval (1995), pensamento geométrico ¢ a capacidade mental do
individuo de produzir conhecimentos geométricos por meio de apreensoes
geométricas, isto €, quando, por meio do reconhecimento de um objeto geométrico
no plano ou espaco, ou da elaboracdo de figuras geométricas, o individuo
descreve ou analisa-os apoiado em suas propriedades, além de operar, manipular

ou decompor figuras geométricas, entre outras apreensoes.

Por ultimo, no entendimento de Leivas (2009), pensamento geométrico
pode ser definido como uma acao humana manifestada por meio da investigacao
de atividades que possam ajudar a despertar a curiosidade dos estudantes ao
realizarem conjecturas que podem ser validadas ou ndo por contraexemplos,

fazendo uso de recursos apropriados, justificativas e argumentacoes.

Pelo exposto, percebemos que nao existe defini¢cao Gnica para pensamento
geométrico. Entretanto, essapluralidade de definigdes ndo inviabilizanosso estudo,
pois as trés conceituagdes apresentadas partem de uma estrutura semelhante para

sua compreensao.

Entendidaadefini¢ao de pensamento geométrico, passaremos a compreender
como se deu o seu desenvolvimento até chegar a um modelo. O pensamento

geometrico foi desenvolvido, segundo Walle (2009), a partir de 1959 pelo casal
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holandés Van Hiele. Tais estudos fornecem reflexdes sobre as diferencas que

surgem do pensamento geométrico € como essas distingdes sao estabelecidas.

O modelo Van Hiele para o pensamento geométrico foi desenvolvido por
Pierre Van Hiele e sua esposa, Dina Van Hiele Geoldof, com base na observacao
das dificuldades que seus alunos apresentavam. Segundo Villiers (2010), o fator
principal para o fracasso do curriculo de Geometria, na perspectiva dos Van
Hiele, foi que “[...] o curriculo era apresentado em um nivel mais alto do que o
dos alunos, ou seja, eles ndo conseguiam entender o professor € o professor nao
conseguia entender o porqué eles ndo conseguiam entender” (VILLIERS, 2010,

p. 401).

A tese de Pierre, segundo Villiers (2010), buscava esclarecer as dificuldades
de aprendizagem e, assim, “sob tal aspecto ela era explicativa e descritiva. Ja a
tese de Dina versava sobre um experimento educacional e, sob tal aspecto, € mais

prescritiva com relagdo a ordenagdo do contetido de Geometria e atividades de

aprendizagem dos alunos” (VILLIERS, 2010, p. 400).

Segundo Hamazaki (2004), o casal Van Hiele tragou um modelo apoiado na
valorizagdo da aprendizagem da Geometria em uma evolucao gradual, global ¢
construtiva. Para a autora, a evolugdo ¢ considerada gradual, pois o casal Van Hiele
defende que a linguagem da Geometria, do raciocinio e da intui¢do € adquirida
gradualmente. A evolugao ¢ dita global uma vez que propriedades e figuras se

inter-relacionam, assumindo varios niveis que levam a significados distintos. E

construtiva porque implica que os alunos devem construir seus proprios conceitos.

Conforme Lopes € Nasser (1997), a concepc¢ao inicial desse modelo indica
que os alunos avangam a partir de uma sucessao de niveis de compreensdo dos
conceitos percebidos durante o tempo em que aprendem Geometria. Nesse
sentido, cada nivel ¢ caracterizado pela relagdo entre o objeto de estudo e sua

propria linguagem.
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O modelo de Van Hiele para o desenvolvimento do pensamento geométrico
¢ caracterizado por niveis e fases, “os niveis descrevem como pensamos € quais
os tipos de ideias geométricas sob as quais pensamos mais do que a quantidade
de conhecimento ou de informagdo que temos a cada nivel” (WALLE, 2009, p.
440). Existem cinco niveis hierarquicos, classificados de um a cinco, que definem
as caracteristicas dos processos de pensamento geométrico dos alunos. Sdo eles:
nivel 1 (reconhecimento ou visualizacdo), nivel 2 (anélise), nivel 3 (abstra¢ao ou

dedugao informal), nivel 4 (dedugdo) e nivel 5 (rigor).

Hé4 também fases sequenciais de aprendizagem, que sdao fundamentais
para a evolucdo do aluno de um nivel para o seguinte e isso sé ira ocorrer
quando perpassar todas as fases. Segundo Crowley (1994), existem cinco fases
necessarias para organizar o ensino de acordo com o modelo sugerido por Van
Hiele. A primeira € a interrogacdo/informacao, em que o professor deve identificar
os conhecimentos prévios dos estudantes sobre o assunto a ser desenvolvido. A
fase 2 ¢ referente a orientacao dirigida, ou seja, o ensino deve ser direcionado
por meio de atividades concretas, organizadas de forma sequencial. A terceira
¢ a explicacdo e esta baseada nas experiéncias anteriores dos estudantes, em
que eles devem ser capazes de apresentar, por meio da escrita ou oralidade, os
resultados obtidos por suas experiéncias, além de discuti-las com o professor
e seus colegas. A penultima fase ¢ a orientacdo livre, em que os discentes irao
empregar os conhecimentos obtidos para resolver atividades e situagdes diferentes
das anteriores. Por fim, a fase 5 ¢ a integragdo, na qual os estudantes revisam e
sintetizam o que aprenderam para formar uma visao geral e uma nova rede de

conhecimento aprendido.

Do ponto de vista prescritivo, o modelo possui cinco caracteristicas que
visam orientar os professores no planejamento das atividades que guiardo o
ensino da Geometria, as quais sao a base para o sucesso do aprendizado em cada

nivel e para a passagem ao nivel seguinte.
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A partir dessa ideia, Nasser e Sant’Anna (2010) destacam que as fases
descritasnomodelo podem acontecer simultaneamente e em diferentes disposigoes.
Entretanto, a Gltima delas dar-se-a apods as anteriores terem sido desenvolvidas,

pois elas fornecem a estrutura indispensavel para que a aprendizagem ocorra.

Assim, o modelo de Van Hiele assume que, a medida que os alunos
aprendem Geometria, eles progridem por meio da sequéncia dos cinco niveis de
compreensao de conceitos, os quais permitem as particularidades dos processos
de pensamento geométrico dos estudantes. Os niveis recomendados no modelo

Van Hiele, bem como suas caracteristicas, sdo destacados com referéncias a

Nasser e Sant’Anna (2010) e Crowley (1994) no Quadro 1.

Quadro 1 — Niveis do pensamento geométrico no modelo de Van Hiele

Os discentes identificam, comparam e atribuem o nome as figuras

Nivel 1 geométricas com base na sua aparéncia global sem prestar atencao
ivel 1 -

: nas propriedades que as definem, por exemplo, forma e tamanho.
reconhecimento

B Scgundo Crowley (1994, p. 2), as figuras geométricas “[..] sdo
ou visualiza¢ao . ., N
reconhecidas por sua forma como um todo, isto €, por sua aparéncia

fisica, ndo por suas partes e propriedades”.

Os alunos comegam a compreender as caracteristicas das figuras e
a reconhecer suas propriedades. Além disso, reconhecem as formas

Nivel 2 por suas partes. No entanto, neste nivel, eles ndo conseguem
vel 2 -

li lagdes ent iedades. Crowley (1994, p. 3
sidilee cxplicar as relagocs entre as propricdades rowlicy ( p )

relata que “[...] os alunos deste nivel ainda ndo sdo capazes de
explicar relagdes entre propriedades, ndo veem inter-relagdes entre
as figuras e ndo entendem defini¢des”.

Os alunos estabelecem relagdes entre as propriedades de
uma figura e uma propriedade que pode ser inferida de outra

Nivel 3 figura comparando-a com outra, distinguindo, assim, formas e
ivel 3 -

orientacoes de classes de figuras geométricas. Aqui, por exemplo,
abstracao ¢ g g UL p P

. eles conseguem estabelecer uma relacao entre um retdngulo e um
ou deducao

lel . 1 1994. p. 4 “o
BN paralelogramo. Segundo Crowley (1994, p. 4), os estudantes “[...]

sdo capazes de acompanhar demonstracdes formais, mas nao veem
como se pode alterar a ordem 16gica nem como se pode construir

uma prova partindo de premissas diferentes ou ndo familiares”.

Pensamento geométrico: da compreensdo conceitual ao entendimento prdtico
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Os estudantes utilizam-se das defini¢des para justificar, elaborar
demonstracdoes formais, fazendo distingdes entre postulados,
Nivel 4 — teoremas e defini¢cdes. Além disso, de acordo com Crowley (1994,
dedugdo p. 4), os discentes compreendem “[...] o significado de dedugdo
como uma maneira de estabelecer a teoria geométrica no contexto
de um sistema axiomatico”.

Os estudantes sao capazes de fazer analises de outras geometrias,

Nivel 5 dentre elas as ndo euclidianas, compreendendo e fazendo
ivel 5 - N , .
comparagdes: “[...] o aluno € capaz de trabalhar em varios sistemas

rigor

axiomaticos, isto €, pode estudar geometrias ndo-euclidianas e
comparar sistemas diferentes.” (CROWLEY, 1994, p.4).

Fonte: compilado e adaptado de Nasser e Sant’ Anna (2010) e Crowley (1994).

Ainda relacionado aos niveis no modelo de Van Hiele, Nasser (1992) e
Andrade e Nacarato (2004) mostram que os alunos podem exibir estratégias
especificas de dois niveis em contetdos distintos da Geometria, transitando entre
um nivel e outro imediatamente antes ou depois, resolvendo a mesma atividade.
De acordo com Nasser e Sant’ Anna (2010), um discente também pode apresentar

raciocinio em um nivel, mesmo que ndo tenha atingido o imediatamente anterior.

Para as autoras, o modelo pressupde que o estudante s6 progride para o
proximo nivel se atingir o dominio dos anteriores. Essa progressao vai depender
mais da aprendizagem apropriada do que da idade ou maturidade do estudante,
pois a passagem para outro nivel se da pelas praticas vivenciadas de atividades

adequadas e ordenadas, organizadas pelos professores.

Ainda em relacao aos niveis, Hoffer (1981, p. 14, tradugdo nossa) faz um
resumo das “[...] habilidades que poderiam ser esperadas dos alunos em diferentes
niveis de seu desenvolvimento em Geometria”. Salientamos esse autor por ele
utilizar da mesma classificagao apresentada por Nasser e Sant’Anna (2010) e
Crowley (1994). Além disso, sugere para cada nivel as distintas habilidades

desejaveis: visual, verbal, desenho, 16gica e aplicagdao (Quadro 2).
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Quadro 2 — Relagdo entre os niveis do modelo de Van Hiele e as habilidades
apresentadas por Hoffer (1981)

1-

Reconhecimento

ou visualizacao

3 — Abstracao

2 — Analise

ou deducao

informal

4 — Deducao

5 — Rigor

Reconhece
Reconhece as situagdes
Reconhece figuras Percebe as inter-relagdes injustificadas
diferentes de propriedades | dos diferentes | Usainformacao | feitas com o
um desenho. de uma figura. | tipos de figuras. sobre a uso de figuras.
Reconhece Identifica uma Reconhece figura para Concebe
Visual informacdes imagem como | propriedades deduzir outras figuras
isua ) . i
marcadas em uma | parte de uma comuns de informacdes. relacionadas
figura. figura maior. | diferentes tipos em varios
de figuras. sistemas
dedutivos.
Compreende a
Define as ) Formula
diferenca entre N
. palavras de - extensoes
Associa 0 nome . definigoes,
forma precisa de
correto com Descreve com ) postulados
. € concisa. resultados e
uma figura dada. | precisdo vérias e teoremas. )
i Formula conhecimentos.
Interpreta sentengas | propriedades Reconhece o
sentenc¢as , Descreve
que descrevem de uma figura. que ¢ dado em .
Verbal mostrando varios
figuras. ) N um problema e o ,
inter-relagdes sistemas
que se pede para )
das figuras. dedutivos.
achar ou fazer.
Compreende
Reconhece as limitagoes e
Traduz as )
) . quando e como | as capacidades
informagdes L.
) usar elementos de varios
verbais dadas | Dadas certas . )
Faz esquemas ) auxiliares em instrumentos
em uma figuras, é
de figuras, uma figura. de desenho.
. ) figura. Usa as capaz de .
identificando com ) i Deduz, a partir Representa
. propriedades | construir outras : L
precisdo as partes . . | de determinadas | pictoriamente
dadas por elas | relacionadas as . N . N
dadas. informacdes, conceitos nao
Desenho para desenhar dadas. .
) como desenhar | padronizados
ou construir as . L.
ou construir uma em varios
figuras. , .
figura especifica. sistemas
dedutivos.
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Percebe que
ha diferengas e

semelhangas entre

Entende
que figuras
podem ser

classificadas

Entende a
qualidade
de uma boa

defini¢do. Usa

Utiliza regras
de logica para
desenvolver

Compreende
as limitagGes
e capacidades

de hipoteses

em diferentes | propriedades | provas. E capaz | e postulados.
as figuras. Entende ] )
. tipos. de figuras para de deduzir Sabe quando
a conservacao . . i
Percebe que determinar se consequéncias | um sistema de
. das formas das . . ]
Logica . propriedades uma classe a partir de postulados ¢
figuras em posigdes , )
_ podem ser delas esta uma dada independente,
diferentes. . . N .
usadas para contida numa informacao. consistente e
distingui-las. outra classe. categorico.
, Usa modelos
E capaz de L.
Reconhece as . matematicos
. deduzir as
propriedades ) para
. Compreende | propriedades dos
geometricas ) . ) representar
) o conceito de | objetos a partir i
. dos objetos ] . sistemas
Identifica formas . um modelo de informagodes
. fisicos. . abstratos.
geométricas em matematico dadas ou
. . Representa . , Desenvolve
objetos fisicos. N que apresenta | obtidas. E capaz .
L. fenomenos - tais modelos
Aplicacées . relagdes entre de resolver
fisicos em i para descrever
objetos. problemas que .
papel ou em ) fenomenos
relacionam . .
um modelo. . fisicos, sociais
objetos.

€ naturais.

Fonte: Hoffer (1981, p. 15, traducdo nossa).

Para exemplificar o que foi exposto, resolveremos duas questdes do Exame

Nacional do Ensino Médio (ENEM), sendo a primeira a questao 169 do caderno

amarelo do ano de 2018 (Figura 1), apresentando as possiveis classificagdes para

cada nivel no modelo de Van Hiele a partir da o6tica dos autores deste trabalho.

Salientamos que pode haver outras interpretagdes que também estardo corretas.
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Figura 1 — Questdao 169 — Caderno Amarelo — ENEM (2018)

Fonte: (https://download.inep.gov.br/educacao basica/enem/provas/2018/2DIA_ 05 AMARELO _
BAIXA pdf).

No Quadro 3, apresentamos uma possivel resolucdo para essa questdo.
Destacamos que o modo de resolugdo vai depender de como o estudante ira

analisar e resolver. Por isso, usamos o termo “possivel resolu¢ao”.

Quadro 3 — Resolugdo da questdo 169 (caderno amarelo) do ENEM de 2018

Fonte: adaptado de (https://resolve.ftd.com.br/caderno-prova-amarela-2-dia-enem-2018/
questao/169).
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No Quadro 4, apresentamos uma possivel classificacdo para os 5 niveis
de pensamento geométrico baseada no modelo de Van Hiele, relativamente a

questdo precedente.

Quadro 4 — Dominio dos niveis do pensamento geométrico do modelo de Van
Hiele para a questdao 169 (prova amarela) ENEM 2018

O aluno percebe que existem varias figuras geométricas: 1 quadrado
Nivel 1 -

. e 7 triangulos, esse ultimo de varios tamanhos e cores. Neste nivel, o
reconhecimento

. MU cstudante ndo presta atengdo as propriedades que as figuras geométricas
ou visualizacao

possam ter.

O aluno percebe que a figura ¢ um quadrado, pois possui 4 lados
congruentes ¢ 4 angulos internos iguais a 90°. Da mesma forma,
Nivel 2 - o estudante percebe que os tridngulos apresentados sdo tridngulos
analise retangulos isosceles, pois possuem dois lados e dois angulos internos
congruentes. O terceiro angulo interno ¢ de 90°. O discente ainda ndo

consegue relacionar as figuras geométrica entre si.

Agora, o aluno consegue estabelecer relagdes entre o quadrado e o
Nivel 3 -

_ triangulo retangulo isosceles e, também, entre os tridngulos retangulos
abstracao

. isésceles. Por exemplo, a hipotenusa do tridangulo de lado a ¢ o cateto
ou deducao

. no tridngulo retdngulo isosceles em que o lado b ¢ a hipotenusa, ou
informal

ainda, que a solucdo da questdo € a soma dos lados com medida 2, b e d.

Ja neste nivel, o aluno ird pensar em uma justificativa e apresentar uma
Nivel 4 — resolucdo formal pautada em conhecimentos geométrica e algébricos.
deducio Neste caso, o aluno percebe que o Teorema de Pitagoras sera utilizado

para obter a resposta correta.

Neste ultimo nivel, o estudante conjectura o problema com outras

geometrias nao-euclidianas, por exemplo, ele pode comparar com a
Nivel 5 -

) Geometria Fractal e tentar conjecturar e analisar se a figura apresentada
rigor

¢ um fractal ou ndo, além de estabelecer outras relacoes de propriedades

que a figura geométrica pode apresentar.

Fonte: elaborado pelos autores.
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Dando continuidade, apresentamos no Quadro 5 o modelo de pensamento

de Van Hiele com suas respectivas habilidades, conforme apresentada por Hoffer
(1981) no Quadro 2.

Quadro 5 — Exemplificagdo dos niveis e habilidade do pensamento geométrico
desenvolvidas por Hoffer (1981) para a questao 169 (prova amarela) ENEM 2018

Niveis
3
1- <
. - Abstracao .
Reconhecimento 2 — Analise _ 4 -Deducao
. .. ou deducao
ou visualizaciao .
. informal
Habilidades
As figuras ) Tenta
Reconhece A partir da )
apresentam N relacionar
Reconhece que . que, para deducdo da
. congruéncias . . o lado do
tem varias figuras. determinar o | medida do
com alguns quadrado
Entre elas, um valor do lado lado a, o .
. de seus lados, . maior com os
quadrilatero e ) b, deve obter | aluno ¢ capaz
. N possuem dois . catetos dos
varios triangulos, | | ) primeiro o de fazer a N
) angulos internos . triangulos
Visual sem apresentar valor do lado | dedugdo das R
) N congruentes € 0 ) retangulos
sua classificagao. N a. medidas dos L
outro angulo isosceles.
) . lados b e d.
igual a 90°.
Reconhece que
¢ um triangulo Reconhece
retangulo que, para
1sosceles, além calcular o
‘ ' Formula
Percebe que a de identificar os cateto de Reconhece )
L R ) conjecturas
figura maior € lados e angulos | lado b, deve e aplica o .
. para deduzir
um quadrado e, congruentes. primeiro Teorema de
] ) ) . o valor do
internamente, ¢ Reconhece que | determinar a | Pitdgoras na lado d
ado do
composto por o quadrilatero hipotenusa | resolugao do
N ) ” quadrado.
triangulos. ¢ um quadrado, | do triangulo | problema.
Verbal formado por 4 de cateto a.
lados congruentes
e 4 angulos
internos de 90°.
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Identifica,
a partir da
construcao
dos angulos | Por meio da
Utiliza as devidas | Reconhece, | internos do | representagdo
Realiza o desenho | marcagdes no por meio triangulo de figuras
do quadrado e desenho para do desenho, | retanguloe, | geométricas,
dos triangulos mostrar as que os lados | dessa forma, o aluno
que aparecem na propriedades a,b,ced auxilia na elabora uma
questao. identificadas estdo inter- utilizagdo estratégia
Desenho . .
anteriormente. | relacionados. | do Teorema para a
de Pitdgoras | resolugdo.
para a
resolucao.
Entende as
limitagdes e
Apartirda | capacidades
Entende part ~ pa ) _
determinagdo | de hipdteses
Percebe que a Constata que que, para
. ! do lado a, o | e postulados.
hipotenusa do o lado a pode descobrir a
A ~ aluno pode | Percebe que
menor tridngulo, ser cateto ou solugdo do . o1
- . realizar utilizar o
delado2 ¢ o hipotenusa, problema, ovas e wadrado
lado do segundo | dependendo do | deve utilizar p qu
. . o constatar que | maior para
Légica de hipotenusa e | tridngulo que for | o Teorema de , .
assim por diante tomado Pitagoras seu calculo | determinar o
' ’ " | realizado esta | lado dele, nao
correto. foi a melhor
opgao de
resolucao.
A partir do
. calculo
Realiza a ’ O aluno
. .~ | Reconhece que e o aluno .
Relaciona a regido utilizacdo conjectura
os lados a e comprova
quadrangular - do Teorema o problema
. € sao catetos, - que os
¢ triangular a de Pitagoras A com a
. enquantobed triangulos .
objetos que . para . Geometria
sao hipotenusas . internos ao
podem ser A descobrir os Fractal e tenta
L de triangulos quadrado N
Aplicagdes | encontrados em N lados a, b, ¢ . realizar inter-
s retangulos maior sdo N
seu cotidiano. . ed. o n relacdes.
isosceles. triangulos
retangulos
isosceles.

Fonte: interpretagdo dos autores.
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A segunda questdo a ser resolvida, conforme os niveis do modelo de Van

Hiele, ¢ a de nimero 180 do caderno amarelo do ano de 2017, Figura 2.

Figura 2 — Questao 180 — Caderno Amarelo — ENEM (2017)

Fonte: (https://download.inep.gov.br/educacao basica/enem/provas/2017/cad 5 prova
amarelo 12112017.pdf)

Mostramos, no Quadro 6, uma possivel resolucdo para esta questdo.
Novamente, usamos o termo “possivel”, pois pode haver outras formas de resolver

a questao que nao sejam a apresentada neste quadro.
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Quadro 6 — Resolucao da questao 180 (caderno amarelo) do ENEM de 2017

Fonte: adaptado de (https://resolve.ftd.com.br/caderno-prova-amarela-2-dia-enem-2017/

questao/180).

Mostraremos no Quadro 7 uma possivel classificagao para os 5 niveis do

pensamento geométrico baseado no modelo de Van Hiele.

Quadro 7 — Dominio dos niveis do pensamento geométrico do modelo de Van
Hiele para a questao 180 (prova amarela) ENEM 2017

Nivel 1 - reconhecimento
ou visualizacio

O aluno percebe que ha uma esfera e pode fazer um corte
e extrair uma calota esférica. Além disso, pode notar que
o triangulo OAB ¢ retangulo no ponto A, mas ainda sem

considerar as propriedades que podem ser relacionadas.

Nivel 2 - analise

A partir do desenho, ele pode inferir sobre como determinar
a altura h, analisando as propriedades que podem ser
percebidas a partir do tridngulo retingulo OAB, assim
como realizar a analise da calota esférica. Entretanto, ainda
nao faz a ligacdo entre as figuras geométricas presentes na

questao.
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) . Nestenivel, o aluno estabelece relagdo entre as propriedades
Nivel 3 - abstraciao ou

- . das figuras geométrica apresentadas, fazendo conjecturas
deducao informal 8 8 P )

para uma possivel resolugdo.

A partir da conjectura elaborada no nivel anterior, o aluno
Nivel 4 — deduc¢ao percebe que pode resolver a questao aplicando o Teorema

de Pitagoras.

Neste nivel, o estudante conjectura o problema com outras
geometrias ndo-euclidianas, por exemplo, ele pode tentar
Nivel 5 - rigor resolver a questdo utilizando a Geometria Esférica, fazendo
comparagdes, conjecturas e relacionando propriedades que

a figura geométrica pode apresentar.

Fonte: elaborado pelos autores.

Dando prosseguimento, apresentamos, no Quadro 8, o modelo do
pensamento de Van Hiele com suas respectivas habilidades, conforme trazido
por Hoffer (1981) no Quadro 2.

Quadro 8 — Exemplificacdo dos niveis e habilidade do pensamento geométrico
desenvolvidas por Hoffer (1981) para a questao 180 (prova amarela) ENEM 2017

ivei ~
Sk 1- 3 — Abstracao
Reconhecimento 2 — Analise ou dedu¢cdo 4 —Deducio 5 - Rigor
- i izaca i
Habilidades® °"Y sualizacao informal
A partir do
valor do
Reconhece a
L Reconhece Reconhece que, segmento
existéncia de = . Tenta
o que o tridngulo | para determinar OA, ele .
varias figuras, ) relacionar
» OAB ¢ o valor de h, percebe que
como tridngulo e . o ) a altura
) . retangulo em deve primeiro deve realizar o
circunferéncias, ) ) ] solicitada com
. o Aeeleesta determinar sua diferenga
Visual mas sem classifica- ) . ] 0 segmento
relacionado a o valor do do raio da
las. . OA.
calota esférica. segmento OA. esfera para
determinar a
altura.
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Tenta
Reconhece que -
Percebe a calota que Reconhece conjecturar
o segmento OB | Reconhece que, L
deve ser cortadaem | , <. ; a aplicagdo outra forma
. ¢ a hipotenusa | para determinar ~
uma determinada do Teorema | de resolugdo
e os segmentos | o segmento OA, . . .
altura. Esse corte ~ . de Pitagoras que nao seja
o OA e AB sdo deve utilizar s .
forma uma regido para facilitar a partir do
Verbal . os catetos o Teorema de ~ i
circular. A o aresolucdo da| tridngulo
do triangulo Pitagoras. 9 A
retangulo questao. retangulo
’ OAB.
Com o
. Reconhece, .
. Realiza outros . auxilio da
. ~ Realiza as a partir da ~
Realiza anotagdes . desenhos, ~ representagdo
devidas construgao,
no desenho para ~ por exemplo, de figuras
marcagdes no A os elementos o
uma melhor do tridngulo L geomeétricas,
~ desenho para A necessarios
Desenho compreensao do retangulo OAB o estudante
. um melhor . para a
que ¢ solicitado. . para facilitar seu ~ elabora uma
entendimento. . obten¢do da L .
entendimento. estratégia para
resposta. ~
a resolugao.
Compreende
. as limitacdes
A partir da a9
.. | ecapacidades
determinagdo .
Reconhece um de hipoteses
o Reconhece que | do segmento
triangulo OAB Entende a . e postulados.
~ uma forma de OA,é
€ que, mesmo relacdo entre a ~ . Percebe que
L. resolver a questao possivel ~
olhando a figura calota esférica s . ndo usar o
A A ¢ utilizando o determinar A
de outro angulo, e o triangulo triangulo
. ~ . Teorema de a altura n
Logica sdo mantidas as OAB. iy retangulo
. Pitagoras. do corte ~
propriedades. OAB néo
da calota .
. seria uma boa
esférica. .-
estrategla para
resolucio.
Conjectura
o problema
Infere sobre com outras
como ele pode geometrias
determinar Utiliza o Teorema | A partir da nao-
a altura h, de Pitagoras conjectura euclidianas,
iy analisando as para determinar elaborada, por exemplo,
A calota esférica se . .
. propriedades o valor do o aluno a Geometria
assemelha muito -
que podem segmento OA percebe que Esférica,
ao corte em um . .
laranja ser percebidas e, assim, fazer | pode resolver fazendo
' a partir do arelagdo com a questao comparagoes,
S triangulo a altura em que aplicando o | conjecturas e
Aplicacoes R st 4 P Je
retangulo OAB, | deve ser feito o Teorema de | relacionando
assim como a corte no meldo. Pitagoras. propriedades
analise da calota que a figura
esférica. geométrica
pode
apresentar.

Fonte: interpretagdo dos autores.
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Conforme preconiza o modelo de Van Hiele, o professor deve ter cuidado ao
escolher as atividades, porque os métodos, os contetdos, os materiais utilizados e

a organizagao das instrugdes sao relevantes para o aprendizado dos alunos.

Também, gostariamos de destacar a importancia de reconhecer o nivel em
que cada estudante se encontra, o que ira direcionar a demanda do professor em
verificar diretamente a forma como cada estudante raciocina e suas estratégias
usadas para solucionar as atividades. Sendo assim, uma maneira possivel de
determinar o nivel de desenvolvimento do pensamento geométrico em um
estudante € proporcionar a ele desenvolver atividades que solicitem o desempenho
apresentado em cada nivel. Cabe, destacar que o modelo de Van Hiele recomenda
que o desenvolvimento do pensamento geométrico se dé de modo gradual, a partir
das formas iniciais até chegar as formas dedutivas finais, nas quais inferéncias e

intui¢des estdo intimamente conectadas.

Interligada ao pensamento geométrico estd a forma com que se da o
processo de ensino e de aprendizagem. Segundo Pais (1996; 2000), existem
quatro elementos essenciais que influenciam no processo ensino ¢ aprendizagem

da Geometria: o objeto, o conceito, o desenho € a imagem mental.

Quando nos referimos ao objeto, estamos considerando modelos ou
materiais didaticos que reproduzem algum conceito geométrico, ou seja, ¢ uma
forma primadria de representagdo do conceito. Pais (2000) destaca ser importante
que os alunos sejam capazes de manipular objetos para construir os conceitos
geomeétricos, porém a manipulacdo ndo deve se limitar ao nivel sensorial.
O material didatico deve ser utilizado como ferramenta para a aquisicdo do
conhecimento geométrico, € ndo como um fim em si mesmo. Dessa forma, a
manipulagdo deve estar associada a uma atividade intelectual, para que os alunos

possam estabelecer uma relagdo entre a atividade pratica e a teoria.
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A segunda forma de representacdo ¢ por meio do desenho. A imagem
de conceitos mediante desenhos pode ser uma excelente estratégia nas aulas
de Geometria. Pais (1996) defende que as ilustragdes também tém um carater
estratégico para o ensino de conteudos geométricos. Entretanto, o autor destaca
que, na geometria plana, as ilustracdes tendem a ser confundidas com conceitos, os
quais sdo de natureza abstrata. O autor argumenta que a relacao entre o particular
e o geral, o concreto e o abstrato, em relagdo a representacdo de conceitos, € o
principal problema da atividade didatica, ou seja, a necessidade de transformar o

proprio desenho.

A terceira representagdo de um conceito geométrico € por meio de uma
imagem mental. Pais (1996) descreve que ndo € facil definir uma imagem mental,
mas argumenta que “uma pessoa tem uma dessas imagens quando ela € capaz de
enunciar de forma descritiva, propriedades de um objeto ou de um desenho na

auséncia desses elementos”. (PAIS, 1996, p.70).

As 1magens mentais sdo de natureza abstrata e subjetiva. Por serem
abstratas, podem se relacionar com conceitos, mas por seus aspectos subjetivos e
particulares, estao longe de serem conceitos matematicos. Para o autor, a formacao
de imagens mentais ¢ consequéncia da experiéncia com objetos e desenhos. Cada
pessoa tem uma série de imagens mentais associadas a um conceito particular.
Nesse sentido, ¢ importante que, durante a escolarizacao, o conjunto de imagens

mentais seja enriquecido em aspectos quantitativos e qualitativos.

Um conceito geométrico pode ser caracterizado por um numero infinito
de ilustragdes, mas na realidade existem alguns desenhos especificos que
predominam, sendo encontrados em livros e cadernos, ou desenhados por
professores em seu quadro na sala de aula. Para Pais (2000), existe uma tradi¢ao

de desenhos dessas representacdes particulares.
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A pouca experiéncia de manipulacao de objetos e ilustragdes estereotipadas
contribui para a reducdo dos desenhos mentais dos alunos sobre objetos
geométricos. Geralmente, os losangos aparecem desenhados com linhas diagonais
paralelas as bordas da pagina ou quadro, os retangulos sdo desenhados com seus
lados paralelos as bordas, e o lado maior horizontal, enquanto os quadrados sao

geralmente desenhados com seus lados paralelos as bordas.
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A Geometria ¢ um conjunto de conhecimentos essenciais utilizados para
a compreensao do espago ¢ das imagens a partir das representagdes de objetos
usados na vida cotidiana. Acreditamos que isso pode possibilitar aos discentes o
desenvolvimento de habilidades baseadas na visualiza¢do e na experiéncia. Por

esse vies, destacamos a compreensao de Ferreira (2010, p. 10), que relata ser

[...] necessario investigar diferentes formas de trabalhar a geometria para
atingir um dos principais objetivos educacionais dessa disciplina: a capaci-
dade de abstracdo espacial a partir de projecdes nos espagos unidimensional,
bidimensional e tridimensional. Tal competéncia se incrementa com ativida-
des que possibilitam o desenvolvimento da habilidade de visualizagdo para a
formacao do pensamento geométrico.

Uma das dificuldades ligadas ao ensino de Geometria ¢ a visualizagao de
objetos geométricos, sejam eles planos ou espaciais, sendo importantes no desen-

volvimento de conceitos matematicos. Para Garcia (2007, p. 1), a

[...] observacdo, descri¢do, representagdo e analise das formas geométricas
favorecem a formagao de imagens mentais e sao estimulos tanto visuais quan-
to mentais que contribuem para o desenvolvimento da capacidade de visua-
lizagdo e representagdo, fundamentando o pensamento geométrico. E ¢é essa
capacidade de visualizacdo e representacao que faz-se necessario no momen-
to da resolugdo de um problema.

Do ponto de vista do ensino de Matematica, o tipo de visualizacdo mais
comum encontrado em pesquisas académicas ¢ a visualizagdo geometria. Essa

visualizagdo, como o proprio nome sugere, relaciona a Geometria € a imagem.

Quando pensamos em Geometria, a euclidiana possivelmente serd a que,
inicialmente, ¢ evocada pelo estudante. Para Cifuentes (2003 p. 64), “os axiomas
da geometria euclidiana sdo apresentados sugerindo construgdes, sendo funda-
mental a palavra tracar, sugerindo um recurso ao visual”. A Geometria de Eucli-
des ¢ de cunho construtivo e os diversos teoremas sao essencialmente de existén-
cia.

Desde os inicios da geometria, como ciéncia experimental, ate fins do século
XIX, inclusive passando pelo desenvolvimento axiomatico-material da geo-
metria de Euclides, o aspecto visual, dado por meio de figuras e construgdes
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geométricas, tem sido tdo importante quanto a demonstragdo. (CIFUENTES,
2003, p.70).

Essa ideia ¢ compartilhada por Kaleff (2003) ao relatar que devemos utilizar
diferentes modelos que levem a construcao da ideia geométrica para o estudante,
fazendo com que ele perceba que certas propriedades do objeto ultrapassam suas
propriedades materiais como tamanho, cor, textura e, desta forma, pertencem ao

mundo ideal da Geometria.

Entendemos que a visualizacdo geométrica pode auxiliar na compreensao,
na interpretacao e na formulag¢ao de conjecturas geométricas. Trata-se de um pro-
cesso importante na constru¢cdo de um entendimento da formaliza¢ao de concei-

tos geométricos.

Em relacdo ao termo visualizagdo, ele ¢ utilizado por inimeros pesquisa-
dores com base nas semelhancas e diferencas nas diversas defini¢des encontradas
na literatura. A partir de um estudo das defini¢des de visualizagao buscadas, per-
cebemos ser uma competéncia que esta associada a capacidade de criar imagens
mentais, favorecer diversas transformacdes com um objeto, e reter as mudancgas
que sao feitas nesse objeto. Entre as definigdes de visualizagao, destacamos a de

Arcavi (2003, p. 217), o qual relata que

visualizacdo ¢ a habilidade, o processo e o produto da criagdo, interpretagao,
uso e reflexao sobre desenhos, imagens, diagramas, em nossas mentes, sobre
papel ou com ferramentas tecnoldgicas, com o propdsito de representar
e comunicar informagdes, de pensar e desenvolver ideias previamente
desconhecidas e de divulgar entendimentos.

A visualizagdo ¢ essencial para a solugdo de problemas e raciocinio espa-
cial, pois permite que os individuos usem meios concretos para lidar com ima-
gens abstratas. Em Matematica, visualizagdao envolve o processo de formagao e
manipulacdo de imagens, seja com papel e lapis, seja de modo tecnologico, ou

mentalmente, a fim de investigar, descobrir e compreender.
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A imaginacao e a visualizagdo estdo interligadas, pois, segundo os estudos
de Hilbert e Cohn-Vossen (1932, p. iii, trad. nossa), os quais definem no prefacio

de seu livro Geometry and the Imagination,

[...] com a ajuda da imaginagao visual, podemos iluminar a variedade de fatos
e de problemas de Geometria e, além disso, € possivel, em muitos casos,
retratar o esboco geométrico dos métodos de investigacdo e demonstragio,
sem necessariamente entrar em pormenores relacionados com a estrita
defini¢do de conceitos e com calculos reais.

Segundo Leivas (2009), em seus estudos, visualizagdo ¢ descrita como sen-
do “um processo de formar imagens mentais, com a finalidade de construir e co-
municar determinado conceito matematico, com vistas a auxiliar na resolucao de
problemas analiticos ou geométricos” (p. 22). Além disso, o autor complementa

o sentido do termo ao relatar que compreende

[...] visualizagdo ndo como uma forma de representagcdo em termos de uma fi-
gura ou representacao de um objeto € sim como um processo capaz de auxiliar
na construcao do fazer matematico, bem como na comunicac¢ao dos conceitos
nas diversas areas desse conhecimento matematico. (LEIVAS, 2009, p. 136).

Do ponto de vista da Educacao Matematica, consoante Dreyfus (1990, p.
119), a visualiza¢do “[...] inclui duas dire¢des: a interpretacdo € a compreensao
de modelos visuais e a capacidade de traduzir em informacao de imagens visuais

o que ¢ dado de forma simbolica”.

Dessa forma, entendemos que a visualizacdo ¢ geralmente tomada para se
referir a capacidade de o individuo representar, transformar, gerar, comunicar
e documentar as informagdes visuais apresentadas a ele, refletindo sobre elas.
Como tal, ela ¢ um componente crucial do aprendizado de conceitos geométri-
cos. Além disso, uma imagem visual, em virtude de sua concretude, para Fis-
chbein (1987, p. 101, trad. nossa), ¢ “um fator essencial para criar o sentimento

de auto-evidéncia e imediatismo.”

A visualizagdo também ¢ um sentimento de realidade, de verdade, porque

estamos observando, experimentando algo. Nesse contexto, Cifuentes (2005)
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enfatiza essa propriedade como um mecanismo de expressao da linguagem das
imagens, sendo um dos grandes desafios da Matematica do século XXI fazer da

visualizagdo uma prova logica de argumentos:

A visualizagdo serd o principal mecanismo para “ver” a verdade de um re-
sultado matematico sem recurso a demonstracao logica. As demonstragoes
visuais fardo uso possivelmente de uma linguagem visual apropriada, envol-
vendo também meios computacionais, os quais podem por em evidéncia a
expressividade artistica da matematica. Todo conceito de visualizagdo remete
a uma certa “realidade”, pois “a realidade ¢ a experiéncia visual basica”. (CI-
FUENTES, 2005, p. 71).

Gostariamos de destacar que, no nosso entendimento, a visualizacdo em
Geometria estd intrinsecamente relacionada com o desenvolvimento do pensa-
mento geométrico. Esse pode ser associado ao modelo de Van Hiele, que ¢ di-
vidido em 5 niveis e, j& no seu primeiro nivel, o estudante deve desenvolver o

reconhecimento ou visualizagdo de figuras geomeétricas.

Também ¢ importante observar como a Geometria € vista nos documentos
oficiais educacionais. Assim, sera apresentado um recorte da Base Nacional Co-

mum Curricular (BNCC) que trata dessa area, aqui denominada unidade tematica.

A Geometria envolve o estudo de um amplo conjunto de conceitos e procedi-
mentos necessarios para resolver problemas do mundo fisico e de diferentes
areas do conhecimento. Assim, nessa unidade temadtica, estudar posicao e des-
locamentos no espago, formas e relagdes entre elementos de figuras planas e
espaciais pode desenvolver o pensamento geométrico dos alunos. Esse pensa-
mento ¢ necessario para investigar propriedades, fazer conjecturas e produzir
argumentos geométricos convincentes. (BRASIL, 2017, p. 271).

Pensamos ser importante o entendimento de como os discentes interpretam
representagdes geométricas, ndo apenas em sala de aula, mas em seu cotidiano,

como indicado por Lorenzato (1995, p. 5), ao afirmar que

[...] sem estudar Geometria as pessoas nao desenvolvem o pensar geométrico
ou o raciocinio visual e, sem habilidade, dificilmente conseguirdo resolver as
situagoes da vida que forem geometrizadas; também ndo poderdo utilizar da
Geometria como fator altamente facilitador para a compreensdo e resolucao
de questdes de outras areas de conhecimento humano. Sem conhecer a Geo-
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metria a leitura interpretativa do mundo torna-se incompleta, a comunicagao
das ideias fica reduzidas e a visao da Matematica torna-se incompleta.

Assim, podemos compreender o porqué de a Geometria ser tdo essencial
para os discentes. Por esse viés, professores devem constantemente repensar seu
fazer pedagdgico. A BNCC ancora esse pensamento ao estabelecer que, durante

os anos finais do Ensino Fundamental,

[...] o ensino de Geometria precisa ser visto como consolidagdo e ampliagdo
das aprendizagens realizadas. Nessa etapa, devem ser enfatizadas também
as tarefas que analisam e produzem transformagdes e ampliagdes/reducdes
de figuras geométricas planas, identificando seus elementos variantes e in-
variantes, de modo a desenvolver os conceitos de congruéncia e semelhanca.
(BRASIL, 2017, p. 272).

Esse recorte da BNCC so refor¢a a importancia dessa produgdo, pois os
conceitos desenvolvidos nela contribuem para as inimeras relagdes entre a Geo-
metria e seus demais campos matematicos, como Aritmeética, Algebra, Estatistica

e Probabilidade, que sao apresentados na BNCC.

Além disso, a BNCC apoia o uso das Tecnologias Digitais. Nesse sentido,
apresenta, em suas competéncias especificas de Matematica para o Ensino Fun-
damental, que o professor deve “utilizar processos e ferramentas matematicas,
inclusive tecnologias digitais disponiveis, para modelar e resolver problemas co-
tidianos, sociais e de outras areas de conhecimento, validando estratégias e resul-

tados” (BRASIL, 2017, p. 267).

Acreditamos que a utilizacao de recursos tecnoldgicos digitais, especial-
mente na Educagdo Matematica, deva ser pensada como uma metodologia que
possa melhorar os processos de ensino e de aprendizagem. De acordo com Bacich,
Neto e Trevisani (2015, p. 41), “o uso de tecnologias digitais no contexto escolar
propicia diferentes possibilidades para trabalhos educacionais mais significativos
para os seus participantes”. A fim de que 1sso ocorra, os educadores devem estar

constantemente pesquisando e atualizando suas metodologias de ensino.
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Nao podemos deixar de lado essa realidade, pois, segundo Almeida (2000,
p. 41), o educador deve “[...] promover a aprendizagem do aluno para que ele
possa construir o conhecimento dentro de um ambiente que o desafie e o motive
para a exploracao, a reflexao, a depuracao de ideias e descobertas [...]”. O uso das

tecnologias digitais vem ao encontro dessa realidade.

Entendemos que Tecnologias Digitais (TD), segundo Valente (2005, p. 23),
sao o resultado da concentracao de “diferentes midias em um so6 artefato”, como
por exemplo, o video, o computador, o celular, a realidade virtual, entre outros.
Para Kenski (2012), as TD ndao mudam apenas as formas de producao, organiza-
¢ao e difusdo da informag¢ao, mas a maneira como percebemos e entendemos o

mundo.

Uma possibilidade de fazer a introducao das TD no cotidiano de nosso
alunado ¢ o uso do GeoGebra. Trata-se de um software livre e de cddigo aberto,
voltado para a aprendizagem de Matematica, estabelecendo uma relagdo entre a
Geometria (Geo) e a Algebra (Gebra). Ele é considerado de Geometria Dindmica
(GD), pois possibilita a movimentacao de entes geométricos (por exemplo, pon-
tos, retas, segmento de reta, entre outros), mantendo as propriedades geométricas

em sua construgdo. (PERLIN, 2010).

Segundo Bairral (2009, p. 26), a GD apresenta contribui¢des como “[...]
a interagdo do sujeito com a TIC'; a descoberta mediante tentativa e erro; a ob-
servagao, o levantamento e verificagdo de conjecturas, bem como as diferentes
formas (nao estaticas) de representacao do objeto em estudo”. Também, podemos
destacar outros pontos positivos como a facilidade na constru¢do geométrica, di-

namicidade na visualizagdo e na verificagdo de propriedades.

Nesse sentido, Melo e Silva (2013, p. 14) afirmam que “o GeoGebra pro-

porciona condi¢oes que permitem a elaboragado de situagdes onde o proprio aluno

1 TIC — Tecnologias da Informacao e Comunicagao.
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constroi conhecimentos”, corroborando a ideia de que esse software € uma ferra-

menta capaz de propiciar mais autonomia aos alunos.

ApoOs o exposto, apresentamos a resolucao de duas questoes do Exame Na-
cional do Ensino Médio (ENEM). Ambas podem ser resolvidas utilizando a mo-
bilizacdo de conceitos de geometria plana e espacial e a visualizagdo. A primeira
¢ a questdo 161 do caderno amarelo do ano de 2010, Figura 3, a qual ¢ apresen-

tada a seguir.

Figura 3 — Questao 161 — Caderno Amarelo — ENEM (2019)

Fonte: (https://download.inep.gov.br/educacao basica/enem/provas/2019/2019 PV impresso D2
CD5.pdf).

No Quadro 9, mostramos uma possivel resolug¢ao para essa questao. Salien-
tamos que a forma de resolucao vai depender de como o discente podera analisar
e resolver. A questdo mobiliza diversos conhecimentos de geometria plana e es-
pacial, como por exemplo, os conceitos de poliedros, secdes e poligonos, entre

outros.
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Quadro 9 — Resolucao da questao 161 (caderno amarelo) do ENEM de 2019

Fonte: adaptado de (https://resolve.ftd.com.br/caderno-prova-amarela-2-dia-enem-2019/
questao/161).

Outra maneira de resolucdo, também por meio da observagao e visualiza-
¢do, ¢ utilizando o GeoGebra, conforme apresentado na Figura 4. Apos a cons-
trucdo, podemos utilizar o recurso “mover na janela 3D e ver o objeto desenha-

do de varias posicoes, pois se trata de um software de GD.

Figura 4 — Resolu¢do da Questdao 161 (caderno amarelo) ENEM (2019) com o
uso do GeoGebra

Fonte: elaborada pelos autores.

O estudante pode fazer conjecturas mentais e verificar, a partir da cons-

trucdo no GeoGebra, se suas suposicoes estavam ou nao corretas. Partindo da
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leitura do problema, ele pode construir mentalmente o tetraedro regular, salien-
tando que, para que possa fazer isso, ja deve ter um certo dominio da abstragao.
O referido solido ¢ uma figura geométrica espacial formada por quatro tridngulos
equilateros (tridngulos que possuem lados com medidas iguais), além de possuir
4 vértices, 4 faces e 6 arestas. Entdo, continuando a constru¢ao, retiramos um
tetraedro regular de aresta % de cada um de seus 4 vértices. Dessa forma, como
temos 4 faces, o resultado desse truncamento ¢ 4 hexagonos regulares e, dos 4

vértices do tetraedro original, restam 4 tridngulos equilateros.

A segunda questao ¢ a 178 do caderno amarelo do ano de 2020, Figura 5,
que pode ser resolvida utilizando a mobilizacdo de conceitos geométricos e de

visualizacao.

Figura 5 — Questao 178 — Caderno Amarelo — ENEM (2020)

Fonte: (https://download.inep.gov.br/enem/provas_e gabaritos/2020 PV _impresso D2 CDS5.pdf)

No Quadro 10, apresentamos uma possivel resolucao para a questao. Gos-
tariamos de destacar que o modo de resolucao vai depender muito de como o
estudante ird analisar e resolver, por isso usamos o termo “possivel resolu¢ao”.
Essa questdo mobiliza diversos conhecimentos de geometria plana, como por
exemplo, o conceito de triangulo equilatero, triangulo retangulo, quadrado, soma

dos angulos internos de um poligono regular, entre outros.
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Quadro 10 — Resolugao da questao 178 (caderno amarelo) do ENEM de 2020

Fonte: adaptado de (https://resolve.ftd.com.br/caderno-prova-amarela-2-dia-enem-2020/
questao/178).

Outra forma de resolugao ¢ por meio do auxilio do GeoGebra, conforme
apresentado na Figura 6. Apos a construcao, podemos utilizar o recurso “angulo
e comprimento de segmento” e verificar que estamos trabalhando com triangulos

retangulos isosceles e quadrados.
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Figura 6 — Resolucdo da Questdao 178 (caderno amarelo) ENEM (2020) com o
uso do GeoGebra

Fonte: elaborada pelos autores.

Apos a leitura da questdo, o estudante realiza a constru¢cao mental da ima-
gem apresentada na Figura 5. A partir da constru¢cdo sem utilizar medidas, ele
pode conjecturar que estamos lidando com dois tipos de figuras geométricas, a
saber: quadrados e triangulos retangulos isosceles, ambas as figuras tendo se-
melhangas. Para poder comprovar tal fato, utilizamos os comandos especificos
de medidas no GeoGebra e confirmamos que estamos trabalhando mesmo com

quadrados e tridngulos retangulo isosceles.

Como podemos observar nessas duas questoes, foram mobilizados conhe-
cimentos sobre geometria plana e/ou espacial, ndo necessitando a realizagao de
muitos calculos elaborados para obter a resolugdo. Ademais, ¢ uma 6tima oportu-

nidade de inserir ao nosso alunado o uso das TD, neste caso o GeoGebra.
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A Matematica esta intimamente associada com a resolu¢do de problemas'.
Para Berlinghoff e Gouvéa (2008), foi no decorrer da historia que os povos de-
senvolveram a Matematica devido tanto a necessidade de monitorar a produgao;
arrecadar impostos; medir e dividir a terra; gerenciar nimero de trabalhadores
quanto de mao de obra. Tais demandas estdo envolvidas em uma tarefa de resol-

ver problemas na distribuicdo de herancga, entre outras.

Mesmo com essa relagdo historica, em que a Matematica evoluiu a partir
da resolugao de problemas, atualmente, no ambiente escolar, ainda temos profes-
sores que relacionam essa resolucdo com técnicas de repetigao para fixacao da
aprendizagem, o que depende exclusivamente da transmissdao do contetido pelo

professor.

Ao que parece, frequentemente, os alunos ndo aprendem como resolver
problemas; meramente memorizam solugdes para situacdes que sao
apresentadas pelos professores como exercicios de aplica¢do. Durante a pratica
tradicional de resolucdo de problemas esta situagdo fica bem evidenciada,
pois € bastante comum os alunos conseguirem resolver problemas similares
aos anteriores, mas fracassarem ou desistirem frente a novas situagoes.
(CLEMENT; TERRAZZAN, 2012, p. 100).

Onuchic (1999) relata que, no inicio do século XX, no ensino de Matema-
tica, era comum a repeticdo € a memorizagao de conteudos a partir da resolucao
de um numero elevado de listas de exercicios, as quais eram resolvidas pelos
estudantes na escola e em forma de tarefa para casa. Desse modo, tinha-se o
entendimento de que, se o estudante repetisse sem dificuldades, ele havia apren-
dido o que lhe fora proposto. Nesse modelo, os discentes ndo eram ativos na sua
aprendizagem, pois o professor, sendo o detentor do saber, impunha aos estudan-

tes obediéncia e repeticao de suas ordens.

1 Destacamos que a expressao “resolucdo de problemas”, escrita em letras mintusculas, ¢ referente a
acao de resolver problemas e “Resolucao de Problemas”, com a primeira letra de cada palavra grafada
em maiuscula, refere-se a abordagem metodologica.
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Essa estratégia de ensino foi sentenciada, dando lugar a novas conjecturas
que sugeriam que o aluno deveria entender o que estava fazendo e nao agir como
um ser mecanico porque o professor ndo estava preparado para ensinar de acordo
com essas novas tendéncias. O conhecimento ainda era baseado no aprendizado
mecanizado de estratégias que seriam aplicadas a resolucao de problemas padrao.

(ONUCHIC, 1999).

Acreditamos ser importante, antes de descrevermos a Resolucao de Proble-
mas, entender como alguns autores definem o termo “problema”, relacionado ao
campo da Educacdo Matematica. Para Polya (2006), encontrar um problema sig-
nifica buscar conscientemente alguma acao apropriada para atingir um objetivo
bem definido, mas inatingivel de imediato. Dante (2003) relata que um problema
¢ qualquer situacdo que exija a maneira matematica de pensar € conhecimentos
especificos para solucionar. Ja para Onuchic e Allevato (2004), problema ¢ algo
que nao sabemos fazer, mas que estamos interessados em realizar. Segundo Wal-
le (2009), problema ¢ qualquer tarefa ou atividade para a qual os discentes nao
possuem regras definidas ou memorizadas nem a compreensao de que exista um
método especifico para chegar a resolucdo correta. Como podemos perceber, nao
existe uma Unica defini¢do, mas todas envolvem o desconhecimento da resposta

e a vontade de obté-la.

Conforme descrito anteriormente, o ensino da Matematica evoluiu a partir
das praticas de memorizagao tipicas do inicio do século XX e, na década de 1980,
a Resolucao de Problemas como ferramenta metodologica inovadora trouxe um
lado material para esse assunto tao abstrato, desafiando os estudantes a aprende-
rem mais sobre conteudos matematicos. O ponto de ruptura, o qual mostra que a
resolucao de problemas ¢ entendida como um meio de aprender Matematica, ¢ a

obra “How to Solve It” (1945) e, posteriormente (1978), de Polya, cuja primeira
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edicdo foi traduzida para o portugués com o titulo “A arte de resolver proble-
mas”. Polya ¢ visto como o precursor da Resolucdo de Problemas, pois “[...]
preocupou-se em descobrir como resolver problemas e como ensinar estratégias
que levassem a caminhos para resolver problemas” (ONUCHIC; ALLEVATO,
2011, p. 77-78). Assim, a Resolucao de Problemas ¢ uma maneira muito popular

de aprender conceitos matematicos nos dias de hoje.

De acordo com Polya (1962), os estudantes, ao serem orientados a resol-
ver problemas, compartilham e discutem suas ideias, promovem o conhecimento
matematico, comparam diferentes estratégias e conectam conceitos. Isso ocorre

especialmente entre alunos de diferentes idades e niveis de conhecimento.

As atividades de resolugdo de problemas ndo devem se limitar a selecio-
nar e aplicar regras e procedimentos previamente aprendidos e treinados. Polya

(2006) descreveu quatro etapas na Resolugdo de Problemas:

- Compreender o problema (CP): quais sdo as variaveis e as incognitas? E
possivel desenhar uma figura, fazer um diagrama ou esquema? E possivel con-

jecturar a resposta?

- Desenvolver um plano para a solugao (DP): qual ¢ o seu plano para so-
lucionar o problema? Que estratégias podemos usar para resolver o problema?
Ja viu algum problema semelhante que poderia ajudar nesta nova situacao? As

variaveis estao correlacionadas?

- Executar o plano (EP): a partir da elaboragao de um plano, ¢ possivel veri-
ficar cada passo da execucao? Foi possivel efetuar todos os calculos apresentados
no plano? Foi possivel realizar todas as estratégias pensadas, obtendo diversas

formas de resolver o mesmo problema?

- Retrospectiva do problema (RP): a solugdo obtida esta correta? Existe
outra forma de resolver o problema? A solu¢ao encontrada pode ser utilizada para

resolver situacdes semelhantes?
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A Resolugdo de Problemas ¢ um processo metodologico desafiador e nao
trivial para o qual ndo existe um procedimento completo de constru¢dao de uma
solucdo. Percebemos que a Resolugdao de Problemas pode ser um processo cicli-
co, pois, ao chegar a Gltima fase, e verificar que a solugdo encontrada nao satisfaz

o problema, o estudante deve iniciar o processo de resolu¢cdo novamente.

O ponto principal dessa metodologia ¢ compreender o problema e estimular
a interpretar o enunciado e resolver a situagdao proposta. ApoOs essa parte inicial,
¢ necessario desenvolver uma estratégia de resolucao, apresentando varidveis,
conjecturas e modelos. A implementagdo do plano so6 sera eficiente se todo o pla-
nejamento, desde o entendimento até o seguimento das estratégias, for totalmente
implementado. Por ultimo, devemos realizar uma retrospectiva do problema pro-

posto para verificar a veracidade dos resultados encontrados.

Polya foi o precursor dessa metodologia e as autoras Onuchic e Allevato
(2011), buscando atender a demanda de dispor aos estudantes conhecimentos
prévios fundamentais para o desenvolvimento mais proveitoso da metodologia,

mudaram alguns passos do roteiro inicial, incluindo mais 5 elementos.

Assim, a metodologia Resolu¢ao de Problemas, segundo Onuchic e Alleva-

to (2011), passa a ter 9 etapas, as quais passamos a descrever:

— (1) Preparagdo do problema: escolha um problema gerador com a finali-
dade de desenvolver um novo conceito, principio ou procedimentos e, além dis-

so, cujo conteudo envolvido ndo tenha sido desenvolvido em sala de aula.

— (2) Leitura individual: o professor entrega uma copia do problema e soli-

cita aos estudantes que fagam uma leitura individual.

—(3) Leitura em conjunto: ap0s a etapa anterior, os estudantes se organizam

em grupos e realizam uma nova leitura, agora em conjunto.
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— (4) Resolugao do problema: a partir da compreensao do problema, os es-
tudantes desenvolverdao um trabalho cooperativo e colaborativo em seus grupos,
buscando resolver o problema. A partir dessa resolugao, eles irdo construir o co-

nhecimento do novo conteudo.

— (5) Observar e incentivar: nesta fase, o professor nao atua mais como
transmissor do conhecimento, mas sim como mediador, passando a observar,
analisar e incentivar o trabalho colaborativo dos seus estudantes em grupo na

resolugdo do problema.

— (6) Registro das resolugdes no quadro: determinada a solugao pelo grupo,
um representante ira ao quadro para fazer o registro, ndo importando se certo, er-
rado ou representado por diferentes processos, para posterior analise € discussao

pela turma.

— (7) Plenaria: nesta etapa todos os alunos irdo discutir, defender e escla-
recer as diferentes solucdes apresentadas no quadro. O professor ¢ apenas um
mediador e incentivador da discussdo, fazendo deste momento uma 6tima opor-

tunidade para o desenvolvimento da aprendizagem.

—(8) Busca do consenso: apds sanar davidas e analisar as solugdes apresen-
tadas para o problema, o professor tenta, com toda a turma, chegar a um acordo

sobre a solucao correta.

—(9) Formalizagao do contetido: o professor faz o registro formal (com lin-
guagem matematica) no quadro, apresentando os conceitos, principios, técnicas
operatorias propriedades e demais procedimentos desenvolvidos na resolugdo do

problema.

A partir da inclusao de novos passos para a Resolugdo de Problemas pelas

autoras, percebemos que a grande mudanca foi em relacao a discussao em grupo
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sobre os procedimentos para a resolugdo do problema. Além disso, essa troca de
1deias estimula a discussao e formalizacao de conceitos, passando o estudante a

ser protagonista do seu conhecimento e o professor, o0 mediador do processo.

Esse método proporciona um esforco coletivo para encontrar solugdes para
os problemas, favorecendo diferentes tentativas de resolugdao no interior de um
mesmo grupo, pois cada um resolve os problemas de forma diferente. Conside-
ramos importante essa estratégia, pois podem ocorrer equivocos durante a reso-
lucdo e, dessa forma, serdo considerados erros coletivos, eliminando a percepgao

de falhas individuais que pode ocorrer se a resolucado for limitada a cada aluno.

De acordo com Dante (2003), o processo de ensinar a resolver problemas
ndo ¢ uma tarefa facil; pelo contrario, ¢ uma das mais dificeis, porque o professor
deve ir além de ensinar conceitos, habilidades e algoritmos matematicos. Nesse
caso, o docente deve planejar uma sequéncia de questionamentos que levem os
estudantes a compreensao do problema. Dessa forma, eles sao estimulados a fa-

zer questionamentos ao professor e entre eles mesmos.

Em resumo, os procedimentos mecanicos de memorizacgao sao substituidos
por outro método, neste caso a Resolugcdo de Problemas, para que o estudante
seja estimulado e motivado para desenvolver seus conhecimentos e saberes. As-
sim, o professor passa a ser o mediador do conhecimento, auxiliando os estudan-

tes nessa nova caminhada.

Diante de todo o exposto, apresentamos, na sequéncia, duas questoes do
Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM), seguindo as etapas do método de
Polya para a resolucdo. A primeira ¢ a questdo 137 do caderno amarelo do ano de

2017, Figura 7, que utiliza a mobilizagdo de conceitos de geometria plana.
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Figura 7 — Questdao 137 — Caderno Amarelo — ENEM (2017)

Fonte: (https://download.inep.gov.br/educacao basica/enem/provas/2017/2017 PV _impresso D2
CD5.pdf).

Seguindo a metodologia da Resolugdo de Problemas, teremos:

CP: o problema consiste em determinar as medidas minimas de uma
bandeja de base retangular que devera comportar 4 tagas (base e borda superior

sao circulos), dispostas em uma Unica fileira.
DP: o plano sera estabelecido seguindo as hipoteses:
Hipotese 1: A base da bandeja ¢ retangular.

Devemos calcular o comprimento e a largura minimos para que essa bandeja

comporte 4 tagas.
Hipotese 2: A bandeja deve comportar 4 tagas em uma Unica fileira.

As tagas possuem uma base circular de raio (r) 4 cm e uma borda superior

circular de raio (R) 5 cm.

Hipotese 3: A bandeja deve possuir a menor area minima para comportar

as tacas.

EP: se seguirmos o plano estabelecido e atentarmos para o enunciado do

problema, temos o seguinte esquema (Figura 8):
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Figura 8 — Esquema da disposicdo das tagas em uma Unica fileira

Fonte: elaborada pelos autores.

A partir da andlise da Figura 8, podemos perceber que o comprimento da

bandeja, em cm, sera dado por:
6R+2r=6-5+2-4=138
J& a largura, em cm, ¢ dada pela medida do diametro da base da tacga, ou
seja:
2r=2-4=28

Portanto, a bandeja retangular com medidas minimas deve ter como

comprimento 38 cm e largura 8 cm.

Temos, ainda, de calcular o valor dessa area retangular, em cm?, o qual sera

dado por:
38-8 =304
Portanto, teremos uma bandeja retangular de area 304 cm?.

RP: percebemos que o resultado encontrado estd compativel com o

enunciado do problema. Logo, para comportar 4 tacas em uma Unica fileira,
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devemos ter uma bandeja retangular de area minima de 304 cm?. Portanto, a

alternativa correta é a letra C.

Outra forma de comprovar se o calculo esta correto ¢ fazermos uma

simula¢ao utilizando o software GeoGebra (Figura 9).

Figura 9 — Vista superior simulando o resultado encontrado algebricamente

Fonte: elaborada pelos autores.

Caso, apds a resolugdo, for verificado algum erro, ou mesmo tendo sido

obtido o valor correto, devemos rever todo o processo desde seu inicio.

A segunda resolugdo serd a da questdo 145 do caderno amarelo do ano
de 2020, Figura 10, que utiliza a mobilizagdo de conceitos de funcdo afim e

geometria espacial.
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Figura 10 — Questao 145 — Caderno Amarelo — ENEM (2020)

Fonte: (https://download.inep.gov.br/enem/provas_e gabaritos/2020 PV _impresso D2 CDS5.pdf).

Seguindo as 4 fases de Polya, obtemos:

CP: o problema consiste em determinar a relagdao entre a altura da coluna
de liquido que saiu do tanque T1, denotada por x, € a altura da coluna de liquido

que chegou em T2, denotada por y, depois de ter passado por dois aeradores.
DP: o plano proposto segue as hipdteses apresentadas a seguir:
Hipotese 1: O aerador A1 aumenta o volume do liquido em 15%.
Hipotese 2: O aerador A2 aumenta o volume do liquido em 10%.
Hipotese 3: Os tanques T1 e T2 sdo prismas retos de bases retangulares.

O tanque T1 tem comprimento C e largura L. O tanque T2 tem comprimento

c
5 € largura 2.

Hipotese 4: O liquido sai do tanque T1 até o T2 passando pelos aeradores

Al e A2.
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EP: por meio do plano estabelecido e pelo enunciado do problema, podemos

gerar os seguintes resultados:

Pelo enunciado, os tanques T1 e T2 sdo prismas retos de bases retangulares
em que TI1 tem comprimento C e largura L. Logo, a area da base ¢ dada por
C

C - L. Jaotanque T2 tem comprimento 5 e largura 2L, dessa forma sua area

da base ¢ dada por = 2L=C - L.

2

Como V1 ¢ o volume do tanque T1 e V2 € o volume do tanque T2, o liquido
que sai do tanque T1 sofre um aumento de 15% quando passa pelo primeiro
aerador (A1) e depois sofre mais um aumento de 10% quando passa pelo segundo

aerador (A2). Portanto, o volume ¢ dado por:

aumento de 1004

v2=v1- (1,15) - (1,100 =V1-1,265 (1)

aumento de 15%

Além disso, o volume de um prisma reto de base retangular ¢ dado pela
multiplicacdo da area da base pela sua altura. Sendo x a altura do liquido no

tanque T1 e y a altura do liquido no tanque T2, temos:
Vi=c - L-x (2)
V2=c-L-y. (3)
Substituindo as equagdes (2) e (3) na equacao (1) obtemos:
cL-y=c-L-x-1265
Efetuando as devidas operacdes temos:

y =1,265"x

Portanto, a equagdo que relaciona as alturas dos liquidos dos tanques T1 e

T2 ¢ dada pory = 1,265 - x.
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RP: percebemos que o resultado encontrado estd compativel com o
enunciado do problema. Logo, a equacdo que relaciona a altura do liquido do
tanque T1 e a altura do liquido apos passar por dois aeradores € chegar em um

tanque T2, ¢ y = 1,265 - x. Entdo, a alternativa correta € a letra A.

Outra forma de comprovar se o calculo esta correto ¢ fazermos uma

simulacao utilizando a planilha do software GeoGebra, Figura 11.

Figura 11 — Simulagao da relagdo das alturas dos liquidos nos tanques T1 e T2

Fonte: elaborada pelos autores.

Como podemos observar, nas colunas A e¢ B, atribuimos valores para
o comprimento (c¢) e a largura (L) da base dos tanques T1 e T2. Na coluna F,
¢ apresentado o volume final do liquido no tanque T2 apds passar pelos dois
aeradores. A coluna H traz o volume V2 no tanque T2. Como os valores finais do
volume V2 sdo os mesmos apresentados na coluna F, depois dos dois aumentos
sucessivos, podemos concluir que a equacgdo que relaciona a altura (x) do liquido

no tanque T1 e a altura () do liquido no tanque T2 esta correta.

Se, ao final de todo esse processo, verificarmos que o valor encontrado ndo
foi o correto, devemos rever todas as fases da Resolu¢ao de Problemas a fim de

1dentificar onde ocorreu a falha.
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O presente capitulo € oriundo do desenvolvimento de um curso de extensao,
oferecido gratuitamente a professores de Matematica, o qual d4 nome, também,
a este e-book: “A visualizacdo para desenvolver o Pensamento Geométrico na
Resolugdao de Problemas”. Cabe destacar que a parceria do Grupo de Estudos e
Pesquisa em Tecnologias Digitais na Educagao (GEPTec) do Instituto Federal
Farroupilha (IFFar) com o Grupo de Estudos € Pesquisaem Geometria(GEPGEO),
vinculado ao Programa de Pos-Graduacdao em Ensino de Ciéncias e Matematica

da Universidade Franciscana (UFN), foi primordial para o sucesso alcancado.

Com o intuito de atingir um maior nimero de participantes, optamos por
realizar o curso de modo on-line, por meio da plataforma moodle do IFFar, de
forma assincrona, ou seja, os participantes desenvolviam as atividades propostas
em cadamddulo no decorrer de cada semana, conforme o tempo de que dispunham.
O curso ocorreu entre os meses de setembro e outubro de 2022. Tivemos como
publico-alvo inscrito um total de 25 docentes que atuam na Educa¢ao Basica no
estado do Rio Grande do Sul. Entretanto, dos inscritos, finalizaram o curso 15

professores, o que representa 60%.

A partir dos dados coletados durante a realizacdo do curso, oriundos das
tarefas realizadas pelos participantes e encaminhadas a organizacao, realizamos
uma pesquisa qualitativa a fim de avaliar o estdgio em que se encontram. Para
garantir o anonimato, os finalistas serdo identificados pelas letras A, B, C, D, E,

FGHILJK LM, NeO.

O curso foi dividido em trés modulos, com duracdo de duas semanas cada

um, sendo que, para cada um deles, ha um objetivo especifico, como segue:

(a) mddulo 1 — “Pensamento geométrico” — teve o objetivo de promover a
compreensdo do que seja pensamento geométrico a partir do desenvolvimento de

uma questdo do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM);
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(b) modulo 2 — “Visualizacao e Tecnologias Digitais” — teve o objetivo de
explorar o ensino de Geometria, por meio da visualizacao e do uso de Tecnologias

Digitais, em especial, com o software GeoGebra;

(c) modulo 3 — “Resolugao de Problemas” — teve o objetivo de estudar a

metodologia de Resolucao de Problema aplicada no ensino de Geometria.

Cadaum dos modulos foi dividido em trés se¢des: duas de cunho obrigatorio
e uma de carater optativo. A primeira se¢do obrigatdria compreendeu um texto
versando sobre a tematica do modulo e a segunda foi destinada as atividades que
deveriam ser realizadas e entregues na plataforma moodle. A tltima se¢do de
cada modulo envolveu a disponibilizagdo de materiais complementares por meio

de trés textos.

Destacamos que os dados obtidos nessa pesquisa tiveram autorizagao
para seu uso, pois todos os sujeitos assinaram o Termo de Consentimento Livre
e Esclarecido. Esse documento manifesta total e irrestrita concordancia do
sujeito em participar da pesquisa, voluntariamente, apos explicagdo completa
e pormenorizada sobre sua natureza, objetivos, metodologia, coleta de dados,

beneficios e riscos que possam acarretar.

A partir do que foi exposto, apresentamos, a seguir, cada um dos trés
modulos, analisando e discutindo os resultados das atividades apresentadas pelos

participantes que finalizaram o curso de extensao.
a) Modulo 1: pensamento geométrico

Neste primeiro modulo, foram estudados os conceitos e a teoria que envolve

0 pensamento geomeétrico.

Na primeira semana de estudos, os cursistas tiveram de realizar a leitura
do texto “Pensamento geométrico: da compreensdo conceitual ao entendimento

pratico” (capitulo 1 deste e-book), bem como refletir sobre ele. Como atividade
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desta etapa, os participantes foram convidados a refletir e responder trés perguntas

relacionadas a tematica.

A primeira pergunta, de cunho pessoal, solicitava aos participantes que
definissem, a partir da leitura do texto indicado, qual seria seu entendimento do
conceito de pensamento geométrico. Como consta no texto, ndo existe uma unica
definigdo para pensamento geométrico, além das apresentadas por Fischbein
(1993), Duval (1995) e Leivas (2009). Os cursistas apresentaram conceituagoes
diferentes a partir do seu ponto de vista. O que nos chamou a atengdo, na
grande maioria das respostas, foi que, na esséncia das defini¢des, apareceram os
termos: visualizagdo, investigagdao, reconhecimento, descri¢ao, conceituagao ¢

conjecturas.

Entendemos que a Geometria estd presente em nossas vidas, mesmo que
muitas vezes nao o seja diretamente. Por esse viés, o papel do professor ¢ torna-
la mais acessivel e compreensivel para os estudantes. Dessa forma, nem sempre
¢ facil mostrar aos alunos aplicacdes que despertem o interesse ou que possam

motiva-los por meio de problemas e/ou atividades contextualizados.

Pelas respostas apresentadas, percebemos que houve o entendimento da
conceituagdo de pensamento geométrico. Entretanto, destacamos que sentimos
a falta de uma discussdo entre os cursistas, pois a atividade foi no formato de
questiondrio, € nao sob a forma de férum, visto que esse ultimo poderia ter o
cunho de discussdo em grupo. Sendo assim, elaboramos uma quarta conceituacao,
a partir da compilacao das escritas dos cursistas, conforme apresentado:

O pensamento geométrico faz parte de um conjunto de saberes que envolvem
percepgao, visualizagdo, investigagao, reconhecimento e descrigao dos objetos
geométricos e seus elementos no espaco; ver e interpretar medidas e formas e
conseguir estabelecer relagdes, caracteristicas conceituais e figurativas destes

objetos. Além disso, devem estimular manipulagdes mentais que permitam a
compreensdo de definigdes e propriedades envolvidas.
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A segunda pergunta foi em relacao a ser importante o desenvolvimento do
pensamento geomeétrico na Educagdo Basica. Todos os cursistas foram unanimes
em responder que ¢ importante desenvolver o pensamento geométrico dentro
da sala de aula da Educagdao Basica. Chamou a atencao que 80% (12 cursistas)
utilizaram, para expressar sua resposta, os seguintes termos: muito importante ou

de extrema importancia ou extremamente importante ou de suma importancia.

Atualmente, um dos documentos balizadores da educa¢ao brasileira, a
Base Nacional Comum Curricular (BNCC), na unidade tematica Geometria,
apresenta que ela deve envolver “o estudo de um amplo conjunto de conceitos
e procedimentos necessarios para resolver problemas do mundo fisico e de
diferentes areas do conhecimento” (BRASIL, 2017, p. 271). Acreditamos ser
necessario que o estudante se aproprie de conceitos de posi¢ao e deslocamentos
no espago, relacoes entre figuras planas e espaciais, simetrias, representacoes.
Por esse viés, cabe destacar que o professor tem de desenvolver na Educacao

Basica todo a unidade tematica relacionada a Geometria.

A tltima pergunta foi para verificar se € possivel desenvolver pensamento
geométrico na sala de aula da Educagdo Basica. Em caso afirmativo, como
poderiamos realizar esse desenvolvimento? Ou, em caso negativo, 0 que estaria

faltando para efetiva-lo?

Da mesma forma que na questao anterior, todos os alunos concordaram que
¢ possivel desenvolver pensamento geométrico na sala de aula. Entretanto, no que
divergiram foi em relacdo a forma como poderia ser feito esse desenvolvimento.
Para melhor compreensao dos relatos apresentados, separamos as respostas em 3

grupos, por similaridades.

O primeiro grupo, composto por 4 cursistas, relatou que o pensamento

geométrico poderia ser motivado com o uso das Tecnologias Digitais. Acreditamos

Desenvolvendo atividades com um grupo de professores da Educacdo Bdsica




A visualizacdo para desenvolver o Pensamento Geométrico na Resolugdo de Problemas

ser possivel de ocorrer por este meio, quando abordamos essa tematica no capitulo

2 deste e-book.

Outro grupo, com 6 estudantes, apresentou que as atividades devem ser
diferenciadas e contextualizadas com a realidade dos estudantes, instigando-os
a pensar, investigar e elaborar conjecturas. Corroborando essa ideia, Pontes e
Da Silva (2020, p. 10) relatam que “os problemas de Matematica desenvolvidos
em sala de aula, muitas vezes, tém sido conduzidos de forma tradicional e sem
correlacdo com o cotidiano, fato este que gera total desmotivacao dos envolvidos
no processo’. Destacamos ser interessante o professor planejar suas aulas para
contemplar exemplos e/ou atividades que fagam sentido para o estudante, uma
vez que, dessa forma, ele ird conseguir fazer essa ligacdo com o seu cotidiano e,

consequentemente, desenvolver o pensamento geométrico.

No terceiro e ultimo grupo, 5 cursistas relataram em suas repostas que o
pensamento geométrico deve ja iniciar nos anos iniciais do Ensino Fundamental
e finalizar no Ensino M¢édio, entretanto ndo comentaram de que forma isso
poderia ser realizado. Essas colocacOes apresentadas podem ser ancoradas em
Faiguelernt (1999, p. 21), ao comentar que, entre “[...] os matematicos € 0s
educadores matematicos, existe um consenso de que o ensino da Geometria
deveria comecgar desde cedo e continuar, de forma apropriada, através de todo o

curriculo de Matematica”.

Para finalizar o modulo, na segunda semana, os cursistas tiveram trés
atividades para desenvolverem. A primeira atividade foi a resolu¢do da questao
148 (caderno amarelo) do ENEM de 2020 com o auxilio do software GeoGebra
(Figura 12).
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Figura 12 — Questdo 148 — Caderno Amarelo — ENEM (2020)

Fonte: (https://download.inep.gov.br/enem/provas_e gabaritos/2020 PV _impresso D2 CDS5.pdf).

O intuito desta resolucao foi preparar os cursistas a refletirem sobre o
uso de uma Tecnologia Digital e se apropriarem dos conceitos envolvidos para,

posteriormente, classificarem nos niveis recomendados no modelo Van Hiele.

Nessa primeira parte da segunda semana, apenas 13 cursistas entregaram
a construcao no GeoGebra, destacando que a alternativa correta ¢ a letra D. A
Figura 13 representa a resolugdo apresentada pelo cursista G. Outros 2 cursistas
entraram em contato com os coordenadores do curso para relatar que estavam
com dificuldades na utilizacao do software e, por essa razao, entregaram a questao

de forma manuscrita.
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Figura 13 — Resolucao apresentada pelo cursista G no GeoGebra para a Questdo
148 — Caderno Amarelo — ENEM (2020)

Fonte: acervos dos autores.

Como a nossa inten¢ao nessa atividade nao estava no conhecimento da
utilizagdo do recurso tecnologico, € sim nos conceitos envolvidos na resolugao da
questdo, percebemos que, para uma futura utilizacao desse tipo de recurso, sera

necessaria uma preparacao prévia dos cursistas.

Na segunda atividade, os cursistas tiveram de refletir e responder se a
utilizagdo do GeoGebra auxiliou no desenvolvimento do pensamento geométrico.

Pelas semelhancas, podemos dividir em dois grupos as respostas apresentadas.

O primeiro grupo, com 11 cursistas, destacou que o uso do GeoGebra pode
auxiliar no desenvolvimento do pensamento geométrico desde que os estudantes
tenham conhecimento desse recurso tecnologico. O cursista D destacou: “/...J o
software pode facilitar se o estudante souber utiliza-lo ou dificultar a resolucgdo,

se ele ndo tiver o conhecimento necessario” .

O outro grupo, com 4 estudantes, relatou que, para essa questdo, nao

seria necessario o uso do GeoGebra, pois ¢ possivel desenvolver o pensamento
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geométrico resolvendo-a de forma manuscrita. Nao conseguiram resolver

utilizando o recurso tecnologico 2 alunos.

Acreditamos que a utilizagdo do GeoGebra possa contribuir tanto para o
desenvolvimento do pensamento geométrico quanto para aqueles relacionados
a proporcionalidade. Se realizarmos uma analise da questdo, perceberemos que
ela aborda muito mais relagdes de proporcionalidade do que de conhecimentos
geométricos. Ao resolvé-la sem o software, além da determinagdo da constante
de proporcionalidade, seria necessario apenas estabelecer a relacao entre o lado

de um quadrado e o raio de um circulo nele inscrito.

Todavia, ao resolvé-la com o auxilio do GeoGebra foi possivel explorar as
definigdes das formas geométricas presentes na formacaodabandeiranacional, bem
como outras propriedades geométricas necessarias para os passos da construgao.
Do ponto de vista da proporg¢do, foi interessante a utilizagao do software, pois
permitiu um processo de verificacdo da constante de proporcionalidade presente
na questdo, envolvendo todas as dimensdes da bandeira. Além disso, permitiu

estabelecer uma relacao entre as dimensoes e o lado maior do retangulo.

Na ultima atividade do médulo 1 do curso de extensdo, os participantes
foram desafiados a apresentar uma possivel classificacido em cada um dos 5
niveis do modelo de Van Hiele. Como as escritas produzidas foram semelhantes,
apresentaremos, no Quadro 11, areposta apresentada pelo cursista E. Gostariamos

de destacar que pode haver outras interpretacdes que também estardo corretas.
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Quadro 11 — Dominio dos niveis do pensamento geométrico do modelo de Van
Hiele para a questdo 148 (caderno amarelo) ENEM (2020) apresentada pelo
cursista E

Nivel 1 -

. O aluno reconhece formas geométricas planas: retangulo, losango
reconhecimento ou

. .~ e circulo.
visualizacao

O aluno percebe que a constru¢do do losango e do circulo
; - depende do tamanho do retdngulo, que tem lados com medidas
Nivel 2 - analise . ) _

proporcionais. Além disso, constata que o lado do quadrado

procurado corresponde ao didmetro do circulo.

O aluno percebe que os vértices do losango estdo a uma distancia
fixa (e proporcional) do ponto médio dos lados do retangulo.
WA REE N 22 00118 Também observa que o circulo tem centro no ponto de encontro

(LT TR IS BT das diagonais do retAngulo ou, ainda, das retas definidas por pontos
médios de lados opostos € que a medida de seu raio também ¢

proporcional.

O aluno verifica que, conhecendo a constante de proporcionalidade
para o maior lado do retadngulo, ¢ possivel determinar todas as
demais relacoes de medidas envolvidas no problema. Verifica que
WIS B CL U T T o partir darazao entre a medida total do comprimento do retangulo e
a quantidade de modulos que ele deve conter € possivel determinar
a constante procurada, com a qual serd possivel determinar o raio

do circulo e, consequentemente, o lado do quadrado procurado.

Aqui, o aluno poderia buscar, em um processo de abstragdo e
generalizacdo, uma relacdo entre o comprimento do retangulo e
Nivel 5 - rigor as demais dimensdes da bandeira, de modo a obter expressdes
que dependessem desta medida, mantendo a constante de

proporcionalidade.

Fonte: elaborado pelos autores.
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A partir das repostas apresentadas nas atividades, conjecturamos ter atingido
o objetivo deste modulo, pois os cursistas conseguiram entender a conceituagao
de pensamento geométrico, além de terem percebido, em uma questao do ENEM,
o enquadramento nos niveis de pensamento geométrico do modelo de Van Hiele.
Para uma futura dinamizacao, deixamos como sugestao repensar sobre o uso do
GeoGebra, pois entendemos ser necessaria uma abordagem inicial, explicando os

principais recursos disponiveis antes do seu uso na resolucao de alguma questao.
b) Mddulo 2: visualizagdo e Tecnologias Digitais

Para este segundo modulo, foi destinado o estudo dos conceitos que

envolvem visualizagdo e Tecnologias Digitais no ensino de Geometria.

Os estudos da primeira semana compreenderam a leitura e a reflexdo do
texto “Visualizacdo e Tecnologias Digitais no auxilio ao ensino de Geometria.”
(capitulo 2 deste e-book). Foram propostas trés perguntas relacionadas a tematica

como atividade desta etapa.

A primeira pergunta solicitava uma resposta a partir da reflexdo do texto
disponibilizado sobre a percepcao do cursista em relacao a visualizagao no ensino
de Geometria e se ele acredita ser importante o seu desenvolvimento na sala de

aula.

Obtivemos um retorno de todos os cursistas relatando ser fundamental a
utilizagdo da visualizagdo para o desenvolvimento de pensamento geométrico e,
consequentemente, efetivar o processo de aprendizagem em Geometria. [sso vem
ao encontro do que relata Ferreira (2010) quando destaca que as atividades dos
professores precisam objetivar o desenvolvimento da habilidade de visualizacao
para a formagdo do pensamento geométrico. Percebemos tal preocupag¢ao em

algumas escritas. Por exemplo:

Acredito que o ensino de Geometria necessite de visualizagoes para a
compreensdo e apropria¢do dos conceitos. (cursista A)
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[...] a imaginacdo e a visualiza¢do favorecem o desenvolvimento do
pensamento geométrico. (cursista D)

Avisualiza¢do auxilia e muito pois uma das grandes dificuldades da geometria
¢ visualizagdo dos objetos geométricos, sejam eles planos ou espaciais.
(cursista G)

O processo de visualiza¢do faz com que o estudante passe a compreender
a geometria que estd estudando e ndo somente decorar o que esta sendo
passado para ele. (cursista O)

Entendemos que o processo de visualizagdo ¢ uma das etapas mais
importantes para o ensino de Geometria, sendo esse o passo inicial para sua
aprendizagem. Quando tal processo ndo ¢ efetivado, a aprendizagem acaba
sendo inviabilizada como um todo, haja vista que, mesmo que o professor adote
diferentes recursos metodologicos, € a visualizagao que atua como alicerce para
o processo de aprendizagem. Tal ideia ¢ enfatizada por Garcia (2007), o qual
ressalta que a visualizagdo ¢ parte integrante do processo de fundamentacao do

pensamento geométrico.

Percebemos que, durante os anos escolares dos estudantes, a principal fonte
de conhecimento geométrico € obtida por meio de representagdes graficas de
figuras geométricas em sua grande maioria e, dessa forma, os estudantes possuem
pouco contato com demonstragdes matematicas. Ainda cabe destacar que, de forma
geral, partindo dos niveis de Van Hiele, a maior parte dos estudantes ndo esta no
nivel apropriado de formalismo suficiente para a compreensao de demonstracoes
matematicas formais, sendo necessaria, assim, a utilizacao da visualiza¢ao para

0 ensino de Geometria.

Além disso, o processo de abstragdo na Geometria requer ainda mais
dedicagao do professor por ser uma area que envolve a compreensao do célculo
a partir da visualizacdo ou vice-versa, nesse processo da formacao da imagem
mental. Quando tal compreensao nao ocorrer, tende a haver sérios problemas na

aprendizagem.
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O segundo questionamento foi se € possivel desenvolver a habilidade de
visualizagdo geométrica na sala de aula da Educacdo Basica. Se sim, de que
forma poderia ser realizado? Todos concordaram que € possivel ¢ houve poucas
divergéncias entre os modos de desenvolver essa habilidade na sala de aula. Os
cursistas apresentaram duas formas: a primeira, utilizando materiais concretos,
associados ou ndo a instrumentos de medidas (régua, compasso e transferidor);
a segunda forma seria a partir da utilizacao de software de Geometria Dinamica,
em especial, o GeoGebra. Entendemos ser esse ultimo um diferenciador, caso o
educador possa utiliza-lo em sala de aula, pois € um recurso que pode instigar a

imaginac¢do e possibilitar a testagem e verificagdo de hipoteses e conjecturas.

Apoiamos o uso do GeoGebra, por compreender que ele possa permitir ao
educando estimular a criatividade, a curiosidade, a visualizagdo, a representagcao
de figuras geométricas, além de observar sob diversos angulos, estabelecer
conjecturas, animar, transformar em tempo real as figuras geométricas, permitindo
agilidade de raciocinio. A habilidade de visualizacao pode e deve ser desenvolvida
em sala de aula. Entretanto, ela requer planejamento e tempo, visto que, por
meio dela, o educando vai avancando nos niveis de pensamento geométrico, 1Sso

pensando no modelo de Van Hiele.

A tltima pergunta era se o uso de algum software de Geometria Dinamica
(GeoGebra, por exemplo) poderia auxiliar no processo de visualizacdo. Essa
pergunta ja foi respondida na questdo anterior, pois apareceu nos relatos de 10
estudantes. Destacamos que aqueles dois cursistas que tiveram dificuldades na
utilizacdo do GeoGebra na atividade do modulo 1 modificaram sua opinido,

como podemos ver na escrita de um deles.

Acredito que sim, pois quando temos que fazer algum desenho para ilustrar
alguma figura geométrica nem sempre os estudantes conseguem perceber
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todos os entes envolvidos naquele desenho, e muito menos conseguem
reproduzir o desenho em seu caderno, com o Software, além de trazer a figura
de forma mais compreensiva ainda podem ser feitas movimentacoes que
possibilitam visualizar e concluir conceitos e caracteristicas da geometria
que estd sendo estudada. (cursista H)

Também tivemos o relato de dois cursistas que disseram terem sido
auxiliados pelo GeoGebra, principalmente quando tinham de trabalhar com
figuras geométricas planas ¢ espaciais. Além disso, apareceu em uma resposta,
do cursista I, que “/...] o GeoGebra é uma otima ferramenta, pois proporciona
a experimentagdo, ou seja, o individuo pode cometer um erro na sua construg¢ao
e imediatamente refazé-la do zero ou a partir de um ponto e testar novamente”.
Isso conduz ao trabalho com a ideia do erro em sala de aula. Além disso,
pode contribuir para que os estudantes construam uma melhor habilidade de

argumentacgao ¢ formulacao de estratégias para a solugao de situagdes problemas.

De forma geral, a utilizacdo do GeoGebra pode auxiliar no processo de
aquisi¢ao da habilidade de visualiza¢ao pelos estudantes. Ademais, destacamos
que, por meio do software, eles ainda podem estabelecer relagdes entre as figuras
geometricas € a algebra, uma vez que o GeoGebra estabelece uma relagao entre

a Geometria (Geo) e a Algebra (Gebra).

Para finalizar o mddulo, na segunda semana, os cursistas tiveram trés

atividades para desenvolverem.

A primeira atividade estava relacionada a resolu¢do de questdo 141 (ca-
derno amarelo) do ENEM de 2021 (Figura 14). A referida questdo utiliza-se de

conceitos de geometria plana e espacial, além da visualizagao.
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Figura 14 — Questdo 141 — Caderno Amarelo — ENEM (2021)

Fonte: (https://download.inep.gov.br/enem/provas_e gabaritos/2021 PV reaplicacao PPL D2
CD5.pd).

Inicialmente, essa questao foi pensada para os cursistas resolverem com
o auxilio do GeoGebra, utilizando a Janela 3D (tridimensional). Como tivemos
alguns participantes que demonstraram dificuldade no modulo anterior, na utili-
zagdo da Janela 2D (bidimensional), optamos em disponibilizar a construgdo do
problema proposto na plataforma GeoGebra Materiais (Figura 15). Destacamos
essa escolha por dois motivos. O primeiro deles era fazer com que o cursista ti-
vesse contato com esse recurso tecnoldgico. Ja no segundo, o intuito ndo estava
na construcao, € sim nas manipulagdes do objeto geométrico, levando a verifica-

¢do se era possivel obter a visualizacao.
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Pelos relatos dos participantes, tivemos duas formas de resolucdo em que
todos chegaram a resposta correta (alternativa D). Na primeira (2 cursistas), ndo
houve o uso do GeoGebra. O cursista G relata ““/... ] que a construcdo no software
ndo auxiliou na resolugdo, pois foi mais facil ir realizando uma representagdo no
plano do trajeto realizado a partir da relacdo entre os segmentos”. O cursista N
relatou que “/...] acompanhou com o lapis sobre a tela para visualizar a trajeto-
ria e tentou rotacionar para observar a vista superior do prisma.[...] . Ele fina-
lizou: “/...] depois fui ao software para verificar, chegando a mesma conclusdo”.
Como pode ser visto nos relatos, mesmo inicialmente nao utilizando o recurso
tecnologico, os cursistas G e N confirmaram suas conjecturas com sua utilizacgao.
A segunda forma de resolugdo, optada por 12 cursistas, foi com a utilizacao do

arquivo disponibilidade no GeoGebra Materiais (Figura 15).

Figura 15 — Questao 141 — Caderno Amarelo — ENEM (2021) resolvida utilizando
o0 GeoGebra

Fonte: (https://www.geogebra.org/m/cvraupzj).
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Com o auxilio do GeoGebra, podemos facilitar a visualizagdao dos movi-
mentos, a projecao ortogonal do trajeto percorrida pelo inseto e identificar, entre
as alternativas, qual seria a correta. Esta € uma questao que utiliza ndo s6 a visua-
lizagdo, mas também a imaginagdo. Por vezes pode acontecer de os estudantes
nao conseguirem, sem um desenho ou animagao, visualizar o que esta acontecen-
do no problema. Refor¢cando essa ideia, Bairral (2009) destaca a facilidade ¢ a

praticidade na visualizagdo do objeto geométrico.

Para finalizar o modulo, a segunda atividade foi um questionamento a res-
peito da percepgdo em relagdo ao uso do GeoGebra, se ele facilitou ou dificultou
a resolucdo da questdo. Foi unanime o relato de que o software ajuda na visua-
lizagdo, principalmente para aquele que tem dificuldade em realizar o desenho.

Vejamos alguns relatos:

O GeoGebra é sensacional, pois ele permite uma exploragdo dindamica, e de
todos os lados e angulos. (cursista B)

O software auxilia na resolugdo da questdo, pois ele ajuda a movimentagdo
do solido em nossa mente, algo que nem todos conseguem realizar sem o
GeoGebra. (cursista E)

A utilizagcdo do Geogebra facilitou bastante a resolugdo da questdo, pois, ao
conseguir manipular a figura espacial nesse software, girando e rotacionan-
do, foi possivel verificar de forma bem mais facil o trajeto realizado. (cursista
H)

Facilitou muito, pois por meio da interagdo com a ferramenta tecnologica
pude observar a figura por todos os angulos, me despertando a curiosidade
do caminho nas laterais e, também, por baixo. (cursista J)

O software facilitou a conclusdo da resposta, pois ele facilitou uma melhor
visualizag¢do do trajeto percorrido e com isso identificar a proje¢do da som-
bra feita. (cursista K)

A partir das repostas apresentadas nas atividades, acreditamos ter atingido
o objetivo deste mdodulo, uma vez que todos os cursistas conseguiram explorar o
ensino de Geometria, por meio da visualizagdo e do uso de um recurso tecnologico,

em especial, com o uso do GeoGebra.
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¢) Modulo 3: Resolugao de Problemas

Para o ultimo mddulo, optamos por um estudo da metodologia de Resolugao

de Problemas com enfoque para o ensino de Geometria.

Da mesma forma que nos outros modulos, a primeira semana foi destinada
a leitura do texto “Resolucdo de Problemas: uma proposta de metodologia para
o ensino e a aprendizagem de Geometria” (capitulo 3 deste e-book) e reflexao
acerca das ideias nele expressas. Como atividade desta etapa, os cursistas tiveram
de responder se eles acreditam que a metodologia de Resolugcdao de Problemas

poderia facilitar ou dificultar o processo de ensino e de aprendizagem de Geometria.

Pelas respostas apresentadas, todos os cursistas acreditam que a metodologia
da Resolucao de Problemas seja uma Otima estratégia a ser utilizada em sala e

aula e que pode melhorar o processo de aprendizagem em Geometria.

Entretanto, cabe destacar a reflexdo do cursista E, que relata: “Nesta
metodologia, confundida muitas vezes com a resolug¢do de situacoes problemas
em aula, se diferencia por envolver problemas selecionados pelo professor com
um proposito especifico a ser atingido”. O participante faz um destaque para a
distin¢ao entre a simples acdo de resolver problemas e a metodologia. Percebe
que a metodologia € algo que vem a facilitar a aprendizagem, ou seja, um caminho
a seguir, como Polya (2006) apresenta em suas quatro etapas da Resolucao de
Problemas: o estudante compreende o problema (etapa 1), a partir disso ele vai
criar as estratégias e elaborar um plano de agdo (etapa 2) para atacar o problema
proposto e, apOs executar esse plano de agdo (etapa 3), ¢ a fase da retrospectiva

do problema (etapa 4), de modo a verificar se a solugdo esta correta.

Pensandonaultimafasede Polya(retrospectivadoproblema), porexperiéncia
em sala de aula, percebemos que ¢ comum que os estudantes questionem o

professor se o pensamento deles estd coerente, sem ao menos verificar se sua
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resolugdo estd certa. Desse modo, ¢ fundamental que os docentes estimulem a
Resolucao de Problemas com seus alunos. Esta etapa ¢ fundamental para fazer
com que o discente pense, reflita e analise a sua resolugao, verificando se esta
coerente e correta. Além disso, ao estimular o pensamento sobre se existem outros

métodos e outros caminhos, estaremos estimulando o seu raciocinio matematico.

Acreditamos que, atualmente, ¢ muito desafiador trabalhar com os estudantes
atividades que envolvem resolucdes de questdes, ja que muitas vezes eles nao
compreendem o problema em questdo, faltando a interpretagdo. Contudo, uma
atividade desafiadora pode envolver os alunos na problematica e motiva-los a
encontrar a solugao. Cabe destacar que a metodologia de Resolug¢ao de Problemas
potencializa o ensino de qualquer contetido matematico, desde que utilizada da
forma correta, pois o estudante consegue aplicar seus conhecimentos e articular
diferentes saberes, o que ¢ essencial para a aprendizagem em Geometria e para a

Matematica como um todo.

A proposicao de problemas durante a aula de Matematica permite diferentes
encaminhamentos ¢ retomadas de conhecimentos. Sua adocao talvez nao se dé
como uma facilitadora do processo de ensino e de aprendizagem, mas como
um mecanismo que subsidia a constru¢dao de significados do estudante para os

diferentes conteudos desenvolvidos, entre eles, a Geometria.

Tal cenario ¢ ainda mais promissor quando a Resolu¢ao de Problema passa
a ser utilizada como uma metodologia de ensino, conforme proposto por Onuchic
e Allevato (2011). A aplicagdo das 9 fases definidas pelas autoras, além de
incentivar o trabalho em grupo, promove a elaboracao e a testagem de hipdteses e
de estratégias de resolucao, bem como a discussao e sistematizacao dos resultados

encontrados, promovendo a constru¢ao do saber em conjunto, além da avaliacao.

Para finalizar o modulo e o curso, na segunda semana, solicitamos aos

participantes colocar em pratica a metodologia Resolu¢do de Problemas por
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meio de uma atividade. Eles tiveram de resolver a questao 157 (caderno amarelo)
do ENEM de 2017 (Figura 16), de forma manuscrita, descrevendo as 4 etapas
da Resolu¢do de Problemas descritas por Polya (2006), a saber: compreender
o problema (CP); desenvolver um plano para a solucao (DP); executar o plano

(EP); e retrospectiva do problema (RP).

Figura 16 — Questao 157 — Caderno Amarelo — ENEM (2017)

Fonte: (https://download.inep.gov.br/educacao basica/enem/provas/2017/2017 PV _impresso D2
CD5.pdf).

Todos os cursistas resolveram a questao conforme solicitado e chegaram a
resposta correta. Analisando as resolucdes dos docentes participantes, elas foram
muito semelhantes, havendo divergéncias na forma de escrita, € ndo no teor.
Chamou ateng¢ao que todos apresentaram desenhos e/ou esquemas, ou seja, usaram
o auxilio da visualizacdo. Para melhor organizagao, apresentamos, a seguir, a
solucdo do cursista F, seguindo a metodologia da Resolucdo de Problemas. Desta

forma, teremos:
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CP: O primeiro passo para resolver o problema ¢ retirar os dados do mesmo

e 1dentificar o que ¢ questionado.

Fazendo uma leitura do enunciado, podemos indicar na Figura 17 os valores
fornecidos. Os dados apresentados na questao foram: a altura acima dos cilindros

(margem de seguranca) de 0,5 metros; altura do caminhao de 1,3 metros.

Além disso, verificamos que, para resolver o problema, ¢ necessario
determinar a distancia entre A e B, que ¢ a medida parcialmente desconhecida,

ou seja, qual deve ser a altura minima do viaduto para passar o caminhao.

Figura 17 — Desenho apresentado pelo cursista F para a etapa de compreensao do
problema para a Questdo 157 — Caderno Amarelo — ENEM (2017)

Fonte: imagem elaborada pelo cursista F.

DP: nessa etapa, devemos pensar sobre como utilizar as informagoes

obtidas e pensar em uma solugao.
O plano sera estabelecido seguindo as hipdteses:
Hipotese 1: Os 3 circulos sdo tangentes entre si € possuem 0 mesmo raio.

Hipotese 2: Os segmentos que ligam os centros dos circulos formam um

triangulo equilatero.
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Para determinar a distancia entre A ¢ B, podemos observar que ela
corresponde a soma de duas medidas de raio do circulo e da altura do triangulo
equilatero definido pelos segmentos que ligam os centros dos circulos, como

indicado na Figura 18.

Figura 18 — Desenho apresentado pelo cursista F para a etapa de desenvolvimento
de um plano para a solu¢do da Questao 157 — Caderno Amarelo — ENEM (2017)

Fonte: imagem elaborada pelo cursista F.

Hipotese 3: A altura minima ¢ dada pela soma da distancia ente A e B e pela

altura existente entre a carroceria do caminhdo e o vao de seguranca.

Conhecida essa altura (do chdo ao viaduto), € possivel determinar a distancia
entre A e B e, posteriormente, a altura minima do viaduto, que devera considerar

a altura da carroceria do caminhao (1,3 m) e o vao de seguranca (0,50 m).

EP: se seguirmos o plano estabelecido e atentarmos para o enunciado do

problema, temos:

A altura de um triangulo equilatero ¢ dada por:

, V3 _12V3

5 > = 0,6v3 =1,02m
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Assim, a distancia entre A e B sera:

dy=06+102+06=222m

Portanto, a altura minima H do viaduto sera:

H=13+222+05=402m

RP: como o problema questiona sobre a altura minima, podemos verificar

que os passos realizados sao suficientes para resolver o problema.

Logo, a altura minima do viaduto ¢ de 4,02 m. A alternativa correta

corresponde a letra D.

Tivemos 10 cursistas que resolveram a etapa de execugao do plano (EP)
com o auxilio do GeoGebra e dois deles relataram que a resposta apresentada

4,02 m ndo seria a correta, pois eles encontraram 4,04 m, conforme apresentamos:

Utilizando o GeoGebra consegui encontrar o valor exato de 4,04 metros.
Entretanto, o valor mais proximo nas alternativas é 4.02 metros. (cursista H)
Como altura minima do viaduto utilizando o software GeoGebra encontrei
4.04 m, acredito que o motivo seja o arredondamento do valor da v 3=1,7.
(cursista L)

Como podemos perceber, o cursista L percebeu o motivo da diferenga entre
as respostas utilizando o GeoGebra e o valor apresentado na alternativa D. O
motivo esta realmente na utilizagdo de apenas uma casa decimal apos a virgula
para o valor da v 3. Na Figura 19, apresentamos uma simulacdo da situacao

apresentada, comprovando o real valor com duas casas decimais ap0s a virgula.
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Figura 19 — Desenho construido no GeoGebra simulando a situacdo apresentada
na Questao 157 — Caderno Amarelo — ENEM (2017)

Fonte: acervo dos autores.

Para a resolucao deste problema, acreditamos ser inevitavel fazermos
um esboco do desenho. Se tivermos a apropriagdo do software e conseguirmos
representar o desenho nele, simulando a situagdo proposta, ficara mais facil a
interpretacdo do enunciado, além de instigar o estudante a pensar as diversas

maneiras de visualizar e interpretar um mesmo enunciado.

De forma geral, acreditamos ter alcangado o objetivo do mddulo, que foi
o de estudar a metodologia de Resolugdo de Problema aplicada ao ensino de
Geometria. Entretanto, pelo fato de o curso ser realizado de forma totalmente
assincrona, sem encontros presencias, nao pudemos utilizar as 9 etapas da
Resolucdo de Problemas de Onuchic e Allevato (2011), o que poderia enriquecer

o aprendizado de Geometria.
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